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I un model de curiositat,
rigor i passio intellectuals
digne d’imitacio.

Compartim l’amor per la matematica
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Josep






There is no scorn more profound,
or on the whole more justifiable,
than that of the men who make
for the men who explain.*

GODFREY HAROLD HARDY

*HARDY (1940), traduccié catalana, p. 77: «No hi ha desdeny més pro-
fund o, en darrer terme, més justificat que el que senten els creadors pels
qui comenten el que ells fan.»
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ARISTOTIL

T ARISTOTIL (2000), libre 1, 981a23-31, i 981b 7-10, edicié castellana,
p- 721 73: «Perque, al nostre entendre, saber i comprendre sén privilegis
de l'art i no de ’experiencia. Considerem més savis els qui es regeixen per
les lleis de ’art que no pas els qui ho fan només per ’experiéncia, perque
la saviesa és la conseqiiencia natural del saber. La ra6 d’aixo és que aquells
que es guien per la llum de ’art coneixen la causa, el perque de les coses,
mentre que els altres no se n’adonen. L’experiéncia ens mostra simplement
el que la cosa és pero no el perque. L’art, en canvi, ens en revela el perque
ila causa. [...]

»En general, el que palesa que es té coneixement d’una cosa és la capaci-
tat de poder-la ensenyar a qui la desconeix. Heus aci, doncs, per que creiem
que art és més ciéncia que no ’experiéncia: els qui posseeixen 'art estan
capacitats per a ensenyar pero els qui només tenen coneixements a partir
de l'experiencia adquirida no en sén capacos.»






Introduccid

Wir verehren in dem alten Griechenland die Wiege der
abendldndischen Wissenschaft. Hier wurde zum ersten
Mal das Gedankenwunder eines logischen Systems ge-
schaffen, dessen Aussagen mit solcher Schérfe auseinan-
der hervorgingen, daf} jeder der bewiesenen Satze jegli-
chem Zweifel entriickt war —Euklids Geometrie. Dies
bewunderungswiirdige Werk der Ratio hat dem Men-
schengeist das Selbstvertrauen fiir seine spéteren Taten
gegeben. Wen dies Werk in seiner Jugend nicht zu begei-
stern vermag, der ist nicht zum theoretischen Forscher
geboren.}

ALBERT EINSTEIN

La historia de la matematica grega assoleix el cim al segle 111
aC, conegut com el Segle d’Or de la Matematica Grega. En
aquest segon volum d’historia de la matematica a Grecia cor-
respondria, doncs, descriure els problemes, textos i contextos
d’aquest periode per a després, en un tercer volum, exposar-ne
els epigons, molt importants, que s’estengueren durant nou se-

t«Reverenciem lantiga Grécia com a bressol de la ciéncia occidental.
Alla, per primera vegada, el mén va ser testimoni del miracle d’un sistema
logic que procedia pas a pas amb tal precisié que totes i cadascuna de les
seves proposicions eren absolutament indubtables. Em refereixo a la geo-
metria d’Euclides. Aquest admirable triomf del raonament va proporcionar,
a l'intellecte huma, la confianca necessaria per a plantejar-se i assolir els
eéxits posteriors. Si aquesta obra no aconsegueix encendre el teu entusiasme
juvenil, no has nascut per a ser investigador cientific.» [EINSTEIN (1953),
edici6 anglesa, p. 270.
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gles. Pero no ho farem. Interromprem el que seria el desenvo-
lupament normal d’una historia de la matematica grega per a
dedicar dos volums (Grécia Ila i Grécia 11b) als Elements d’Eu-
clides. Les raons d’aquesta decisié sén multiples. Una és de ti-
pus metodologic. Ens ha semblat que aquesta historia quedaria
coixa si no contenia la totalitat dels Elements d’Euclides.S

A PLA (20164) s’ha fet un s anacronic d’aquesta obra i s’ha
indicat, sempre que ha estat possible, on es poden trobar els
resultats establerts pels matematics anteriors a Euclides, que,
en el millor dels casos, tenien accés a algun altre compendi
d’Elements pero no als euclidians.

Fer una presentacié completa dels Elements d’Euclides per-
met constatar el progrés historic de 'organitzacié i presentacio
del text. En aquest aspecte, Euclides és forca acurat.

Tanmateix, per a una comprensié cabal del seu pensament,
tant I’heretat dels matematics i filosofs que el van precedir com
el propi, el lector haura de llegir «Les aportacions conceptu-
als de 'obra d’Euclides», d’aquesta Historia de la matemdtica
(Grécia 111, §2.2).

Els Elements d’Euclides constitueixen, doncs, un pont en-
tre la matematica anterior al segle 111 aC i la d’aquest segle, i
també entre aquesta i la dels segles ulteriors. Es impossible ex-
plicar i entendre la matematica grega de després d’ell —i la
del mateix Euclides que no sigui la dels Elements, com veurem
a Grécia IIT— sense tenir-los presents i coneixer-ne el contingut
especific, la metodologia, el que s’hi aconsegueix i el que fan pos-
sible. Coneixer-los fa entendre millor tots els resultats que ob-
tingueren els matematics després d’ell i la seva obra.

§ Sortosament, en catald disposem d’una traduccié molt acurada de 1'o-
bra d’Arquimedes gracies als nostres amics i collegues Pedro Miguel Gonza-
lez Urbaneja i Josep Vaqué, i Ramon Masia. Ha estat editada, amb la cu-
ra que la caracteritza, per ’Editorial Alpha, dins la colleccié de classics
«Bernat Metge». ARQUIMEDES (1997), ARQUIMEDES (2010) i ARQUIMEDES
(2016).



Introduccié XIII

Es per tot aixd, doncs, que dediquem dos volums als Ele-
ments d’Euclides. El primer, Grécia Ila, conté la geometria pla-
na euclidiana —llibres 1, 11, 111 i Iv—Y i la teoria de la proporcié
d’Eudox —llibres v i vI. En definitiva, el que podriem anome-
nar «la geometria plana escolary.

En canvi, el segon volum, Grécia IIb, conté 'aritmeética pi-
tagorica —els llibres viI, ViII i 1X—; el llibre X, dedicat a les
magnituds incommensurables, molt particular; i els llibres X1,
dedicat a l’estereometria, XII, a ’exhaustié eudoxiana i, final-
ment, XIII, a la construccié dels solids platonics. Cada volum in-
clou la bibliografia i els apéndixs adients. I tots dos volums sén
el resultat de la voluntat de fer una adaptacié comentada dels
FElements d’Euclides, en catala.

Tanmateix, la figura del matematic grec i la seva altra obra
formaran part del volum Greécia III, que contindra la matema-
tica i els matematics del segle 111 aC: Euclides, Arquimedes,
Apolloni, Aristarc, Eratostenes, Nicomedes, Coné i Dositeu.

El quart i darrer volum, Grécia I'V, analitzara la resta de ma-
tematics grecs rellevants, entre els quals hi ha Dionisodor, Dio-
cles, Zenodor, Hiparc, Heré, Nicomac, Menelau, Te6 d’Esmirna,
Ptolemeu, Diofant, Pappos, Te6 d’Alexandria i Hipatia.

No voldriem acabar aquesta breu introduccié sense esmen-
tar la complexitat dels Elements pel fet que sén un text de ma-
duresa. Aixo vol dir que hi entren en joc moltes idees intuitives
i moltes elaboracions formals.

Per a acabar, permeteu-me un record personal. En acabar la
llicenciatura de matematiques a la Universitat de Barcelona,
amb d’altres companys —recordo en Santi Forcada i la Vera Sa-
cristdn— varem voler fer una lectura exhaustiva de 1’obra clau
d’Euclides. Aviat ens vam desanimar. No varem saber copsar-ne
la profunditat geometrica i deductiva, ni 'entramat dels «ele-

Y Als llibres dels Elements ens hi referirem de tres maneres diferents: 1li-
bre 1, E1 o llibre primer.
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mentsy, ni la fecunditat del que Euclides hi proposava. i resolia,
ni tampoc el que deixava per als matematics que, formats en
la seva obra, el succeirien. Després, amb el pas dels anys i la
maduresa que comporta, els Elements se m’han fet més famili-
ars —sense pretendre haver-ne atrapat tota la profunditat— i
m’he sentit embadalit pel seu contingut i entramat. Ras i curt,
m’han entusiasmat.

Es, precisament, aquest entusiasme el que voldriem trans-
metre en aquests dos volums. I, per aix0, no n’hem fet una
traduccié filologicament correcta i estricta, sind una adaptacio,
tan acurada com ha estat possible pero sobretot entenedora,
planera dins la complexitat, clara en les zones més obscures,
que pugui ser llegida per matematics de professié pero també
per estudiosos de la filosofia de la ciéncia i per professors de
matematiques de tots els nivells. Esperem que tots en puguin
treure «experiencies docents» riques, en consonancia amb la
matematica de la qual som hereus des de I’época del desen-
sonyament classic grec. S’ha de dir que aquesta obra inclou
alguns fragments d’una gran riquesa si es volen estudiar com a
textos classics de matematiques, clars, entenedors i rics, tant en
el contingut com en la técnica deductiva, que és, en definitiva,
la manera de fer de la matematica.

Assolir aquest objectiu donaria a aquesta historia de la ma-
tematica grega un valor afegit enorme i, amb aquesta publica-
ci6, 'Institut d’Estudis Catalans hauria ofert, a la llengua ca-
talana, una obra cabdal del pensament huma. Vull agrair molt
sincerament a aquesta institucié que hagi posat la confianca en
mi. En particular, al doctor David Serrat i a la doctora Pilar
Bayer.

Per a acabar, voldria fer palesa la meva gratitud a ’assesso-
ra lingiiistica, doctora Margarida Bassols, per 'esfor¢ afegit que
li ha suposat comencar a incorporar algunes de les directrius
de la recent gramatica publicada per 'TEC.



Capitol 1

Presentacio

dels Elements (Xtolycia)
d’Euclides.

Llibres 1, 11, 111, 1V, V i VI

Aber jenes grofle Ansehen der Mathematik ruht anderer-
seits darauf, dafl die Mathematik es auch ist, die den exak-
ten Naturwissenschaften ein gewisses Mafl von Sicherheit
gibt, das sie ohne Mathematik nicht erreichen kénnten.!

ALBERT EINSTEIN

L’obra més famosa d’Euclides —i una de les obres cimeres de la
matematica de tots els temps— sén els Elements (Stouyeia).?
No és agosarat afirmar que, fins a ’aparicié de la Géométrie de
Descartes (1637), la historia de la geometria era la historia
de ’estudi de I'obra euclidiana. I, fins i tot després de Descartes,

1. «Pero la gran consideraci6 de les matematiques rau en el fet que les
matematiques donen a les ciéncies exactes de la natura un grau de segure-
tat que sense les matematiques no podrien assolir.» [EINSTEIN (1921), p. 3.

2. Per a veure la importancia extraordinaria que tingué 1’obra després

(1978), p. XXXIX.
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calgué esperar el canvi gnoseologic? i epistemologic? que es pro-
dui amb ’aparicié de les geometries no euclidianes i la geome-
tria projectiva del segle XIX per a deixar de ser-ho. Aquesta
aparicié canvia, radicalment, la manera de comprendre el feno-
men intellectual de la geometria. I, al final, el crit de Dieudonné
(vegeu la pagina [1) provoca un gir en el seu ensenyament a
partir de la segona meitat del segle XX.

1.1 Breu descripcié de la transmissio
de I’'obra

Abans d’endinsar-nos en el contingut dels tretze llibres dels Ele-
ments,® farem una breu ressenya de les seves edicions més no-
tables.b

El primer erudit que dona a coneixer els Flements a I’Occi-
dent de parla llatina fou Boeci, pero ho féu a partir d’unes con-
feréncies de Te6 d’Alexandria (Ao cuvouoiév 1ol Oéwvoc).”
Les conferéncies de Ted constituiren el text en el qual es basaren
totes les edicions anteriors al 1804. A partir d’aleshores es pogué
tenir en compte un text anterior al de Ted, que Peyrard troba

3.Segons el DIEC, la gnoseologia és la «teoria filosofica del coneixe-
ment». [, segons el GDLC, «1. Ciéncia que tracta de la possibilitat, els fo-
naments, la naturalesa, el valor i els limits del coneixement. 2. Ciéncia
que estudia els principis, les lleis, els postulats i les hipotesis cientifiques, i
tracta els problemes del metode, de la unitat i de la divisié de les ciéncies».

4.Segons el DIEC, «relatiu a ’epistemologiay.

5. Recordem que el llibre X1v s’atribueix a Hipsicles i el XV a Isidor de
Milet.

6. Per a una presentacié molt succinta, vegeu [PLA (2012), p. 157-160.
I, per a una de més acurada, [HEATH (1921), volum I, p. 360-370; KAYAS
(1978), volum I, p. XXII-XXXII; i, en particular, [VITRAC (1990), capitol 11,
p. 45-83.

7.1, al comentari a I’ Almagest de Ptolemeu, Teé afirma que és 'autor
d’una redaccié d’aquesta obra i que ha establert la demostracié d’alguns
dels teoremes. HEATH (1921)), volum 1, p. 360.
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a la Biblioteca Vaticana, conegut com el Codex Vaticanus gre-
cus, 190.8

I, tanmateix, el
fragment més antic,
trobat fins ara, de I'o-
bra euclidiana, que
cal situar pels volts de
Pany 100 dC, és el
dels papirs d’Oxirrinc
(Egipte Mitja).”
En la literatura FIGURA 1.1 Un fragment d’un papir d’Oxir-

romana, el primer au- rinc. Mostra el diagrama d’E115 (vg. pag. 353).

tor que menciona Euclides és Cicerd, " sense que aixo impliqui
I'existencia d’una traduccio llatina dels Elements. El filosof par-
la de 'obra Discipline de Terenci Varro6 sobre les nou disciplines
basiques: la gramatica, la didactica, la retorica, la geometria,
I’aritmetica, l'astronomia, la musica, la medicina i 'arquitectu-
ra.!! T Aule Gelli proporciona —en grec— alguns dels termes i
definicions que apareixen als Elements.!? Perd és molt probable
que no es disposés d'una traduccié llatina completa de 1’obra

10

8. La publicacié, en tres volums, es realitza del 1814 al 1818. Contenia
el text grec i les traduccions llatina i francesa. Vegeu PEYRARD (1814
[RTR) i, per a la traduccié francesa, PEYRARD (1966).

9. En grec modern, el text diu: «’Edv e0deta ypauun tundij eic loa xoi
avioa, t0 Ond TEBY dvicwv Tic OANC TUNUATWY Tepley OUEVOY 6o FOYOVIOY [E-
& to0 dno Tfic weTddy @BV Toudv TeTpaYdvov foov éotl TE And Tiic
nuoelog tetpaywvy.» Vegeu <http://www.math.ubc.ca/ cass/Euclid/
papyrus/papyrus.html>. Per a més informacid, vegeu Grécia III.

10. Vegeu el text citat a Grécia IIT i, a més a més, [CICERO (194R),
llibre 1, 11 [5], edici6 catalana, volum 1, p. 10: «Els grecs tenien la geometria
en gran honor; ning era més estimat que els matematics. Nosaltres, en
canvi, hem reduit aquesta art a la practica del mesurament i del calcul.»

11. Amb aquesta obra, pretén conduir el lector des del que se li mostra
al que no se li mostra. Varré esdevé un portaveu del model educatiu grec.
Tingué influéncia, per exemple, en Agusti d’Hipona.

12. GELLI (1930), llibre 1, XX, [1]-[9], edicié catalana, volum 1, p. 784~
785.


http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/papyrus/papyrus.html
http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/papyrus/papyrus.html
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fins a finals del segle vV o comencaments del vi, amb Boeci (480-
525).13

El segon califa abbassida,'* al-Mansur (754-775), funda la
ciutat de Bagdad (762), hi installa la seva residencia (768) i
la converti en la capital del seu califat. Pero el moment algid
de la civilitzacié islamica s’assoleix durant el regnat del cin-
que califa, Abu-Jafar Harun al-Rasid (786-809). Poc després,
el segui el califa al-Ma’'mun (seteé califa abbassida, 813-833),
que féu construir un observatori i la Casa de la Saviesa (832),
lloc que tingué, per a la cultura i la ciencia arabs, la matei-
xa importancia que havien tingut, per a Greécia, el Museu i la
Biblioteca d’Alexandria. Es aleshores quan s’inicid 'empresa
islamica de la traduccié d’obres dels pobles veins: bizantines,
gregues, romanes, indies i xineses.

Les dues primeres versions arabs dels Elements son les que
féu al-Hajjaj ibn Yussuf ibn Matar al segle 1X: la primera amb el
nom d’Haruni i la segona, més fiable, de Mamuni.'® La traduc-
ci6 va ser millorada posteriorment per Thabit ibn Qurra. En
arab, la tercera versié d’Euclides que ens ha arribat és d’at-
Tussi (1260). No és una traduccié del text en concret, sin una
reescriptura basada en les traduccions anteriors.'%

Després de les arabs, arriben les traduccions llatines. La pri-
mera fou d’Adelard de Bath (~1130), probablement a partir de
la versié arab d’ibn Matar,!” impresa amb el nom de Campanus
de Novara.!'® L’edicié princeps data de I'any 1482 i la publica
Erhard Ratdolt a Veneécia. A aquesta, d’Adelard amb comenta-

13. [CASSIODOR (1886), I, carta 45, edicié electronica, p. 170.

14. Dinastia arab de califes que segui ’omeia i que s’installa a Bagdad.

15. Vegeu DORCE (2013), p. 195-197; BUSARD (1983); i CLAGETT
(1953).

16. En xarxa, <http://www.encyclopedia.com/doc/1G2-2830901349.
htmi>.

17. A [EUCLIDES (11 aCd), s’hi poden consultar moltes edicions classi-
ques dels Elements.

18. Vegeu PLA (20164d).


http://www.encyclopedia.com/doc/1G2-2830901349.html
http://www.encyclopedia.com/doc/1G2-2830901349.html
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ris de Campanus, la segueixen moltes més de matematics il-
lustres dels segles XI1I, X1V, XV i XVI, entre les quals cal remar-
car, per la influéncia que tingué, la de Christoph Clavius, Fls
quinze llibres dels Elements d’Euclides (Euclidis Elementorum

libri XV, 1574).1°

En ’épo-
ca moderna,
la  primera
edici en
grec de les
obres d’Eu-
clides és la
del matema-
tic  escoces

David Gre-
gory  (Ox-
ford, 1703),

amb una tra-

ducci6 al lla- FiGura 1.2 Primera edicié dels Elements. Venécia, 1482
£1.20 (vg. pag. 353).

La primera edici6 en una llengua europea és la italiana de
Tartaglia. Com ja hem indicat abans, caldra esperar tres segles
més per a disposar de la francesa de Peyrard, en grec, llati i
frances, en tres volums i basada en un manuscrit que I'autor
troba a la Biblioteca Vaticana (Parfs, 1814-1818).2!

I, a finals del segle X1X, arriba ’edicié de referéncia de 1’obra
d’Euclides en grec. Es de Johan Ludvig Heiberg i Heinrich Men-
ge: Fuclidis opera omnia. I esta editada per Teubner, a Leipzig,
entre el 1883 i el 1916, en vuit volums.??

19. [CLAvIUS (1574).

20. En xarxa, a <http://babel.hathitrust.org/cgi/pt?’id=mdp.390150

21. PEYRARD (1814-1818). Aquest manuscrit conté també la traduccié
de les Dades (Aedopéva).

22. Vegeu EUCLIDES (111 aCd).


http://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=mdp.39015069255506;view=1up;seq=7
http://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=mdp.39015069255506;view=1up;seq=7
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L’obra s’ha traduit profusament a moltissimes llengiies. Com
diu Boyer:

Els Elements d’Euclides no és només la primera obra, i la
més rellevant, de matematica que ha arribat fins als nostres di-
es, sind també el llibre de text de tots els temps que ha exercit
una influencia més gran. Foren escrits pels volts del 300 aC i
d’aleshores enca han estat copiats una vegada i una altra sense
aturador, amb la conseqiiéncia que inevitablement s’hi filtres-
sin errors i variacions. Fins i tot alguns dels qui els van treba-
llar, com ara Teé d’Alexandria a finals del segle 1v dC, van pre-
tendre millorar-ne ’original. I, aix0 no obstant, s’ha aconseguit
una impressié forca bona dels continguts de la versié euclidia-
na, comparant més d’una dotzena de copies manuscrites gre-
gues que daten, la majoria, del segle X al X1I de la nostra era.
Les ampliacions ulteriors, que normalment apareixen com a es-
colis, afegeixen informaci6 addicional amb un interes fonamen-
talment historic i, en la major part dels casos, es diferencien
facilment del text original. També ens han arribat copies dels
Elements en la seva versi6 arab que, al segle X1I, es van traduir
al llati. Finalment, durant el segle XVI, se’n van realitzar tra-
duccions a les llengiies vernacles. La primera versi6é impresa es
realitza a Veneécia ’any 1482 i fou un dels primers llibres mate-
matics impresos. S’estima que, d’aleshores enga, se n’han publi-
cat més d’un miler d’edicions. Segurament, no hi ha cap altre
llibre, si excloem la Biblia, que es pugui vantar d’haver-ne
tingut tantes. I, evidentment, cap altra obra matematica no
ha gaudit d’una influéncia comparable a la dels Elements.?3

Indiquem-ne les més recents: en catala, comentada, a ’apéen-
dix A (pagines [[1-852), i PLA (20164), apéndix A; en castella,
VERA (1970), volum 1, p. 687-980, i PUERTAS (1991); en an-
gles, HEATH (1927) i FITZPATRICK (2008); en frances, [KAYAS
(1978) i VITRAC (1990); en italia, FRAJESE i MACCIONI (1970),
i ACERBI (2007); i, en alemany, HALLER (2008).

23. BOYER (1968), edicié castellana del 1986, p. 162.
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1.2 Algunes consideracions sobre els
FElements

Abans d’endinsar-nos en els continguts concrets i especifics de
I’'obra, ens voldriem plantejar tres preguntes.

a) Podem dir que, en la seva época, els Elements d’Euclides
eren una obra classica???

Per a poder respondre aquesta qiiestio, cal precisar quin és
el significat que donem al terme cldssic.2’

La nocié de classic que s’adiu millor amb la pregunta que
acabem de fer és la que trobem a What is a Classic (1945),
d’Eliot, Premi Nobel de Literatura 1948. El poeta afirma que «el
terme classic incorpora un grau de maduresa compartida entre
l'autor i ’ambient de la seva eépoca, tant pel que fa al pensament
com a la manera de fer i de parlar.»*® Amb el verb «incorpo-
ra», hem d’entendre que el classic aporta alguna cosa nova, que,
tanmateix, esta totalment impregnada del que I’ha precedit, és
a dir, ho té incorporat al bagul dels coneixements i experiéncies.

Ens podem preguntar, doncs, si l’'obra insigne de ’alexandri
respon a aquests trets. Recull ’esperit de la matematica grega
que I’ha precedit i empra el llenguatge dels seus predecessors?

La resposta, al nostre entendre, és afirmativa. En aquesta
obra, Euclides hi aplega una part molt important de la geome-
tria elemental grega dels autors que I’han precedit i la presenta
com un tot molt coherent, ben organitzat i elaborat. Aquestes

24. Vegeu MARCHINI (2006), p. 3.

25. Al diccionari de 'TEC, hi llegim les accepcions segiients: «2. Que
ha representat la maduresa o un moment culminant dins una literatura,
dins un art [...], i és considerat un model digne d’imitacié. 3.1. Pertanyent
a l'antiguitat grega i llatina, a la seva literatura, art, cultura, especialment
al perfode en qué es produf la millor literatura, pintura, escultura [...].
3.2. Que ha representat un moment culminant dins un art nacional.» Si
bé es centra en la literatura i ’art, el concepte es pot estendre també a
altres ambits del coneixement i del quefer huma.

26. ELIOT (1945), p. 8.
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qualitats son una aportacié personal seva. La rad que ens mena
a fer aquesta afirmacié és el fet que, amb 'aparicié dels seus
Elements, tots els altres que ’havien precedit queden obsolets,
totalment suplantats per l'obra euclidiana, i sén tan sols un
record historic.

Aquesta primera consideracié lliga amb les dues preguntes
segilients:

b) Podem considerar que els Elements d’Euclides sén respectu-
osos amb el progrés historic de la geometria i de les aportacions
filosofiques?

La resposta és, obviament, afirmativa, perque séon deutors
de I'obra filosofica de Plat6 i I’Academia, i d’Aristotil i el Liceu,
com s’exposa a «Les aportacions conceptuals de ’obra d’Eucli-
des» (Greécia 111, §2.2), on s’analitzen les contribucions concep-
tuals que trobem en 'obra matematica d’Euclides. En sintesi,
una estructuracié logicometodologica aristotelica —amb defini-
cions, postulats, nocions comunes i proposicions—, pero amb
trets ideals propis del pensament platonic —com el significat
del nom i el paper ideal de les figures. També veiem que hi incor-
pora aportacions concretes de totes dues escoles —el concepte
general platonic de raé i la limitacid aristotelica de I'infinit, per
a esmentar-ne dues.

Pero el que ara ens sembla més rellevant, en tant que contri-
bueix a I'analisi de ’obra i lliga amb la pregunta a, és veure si
els Elements d’Euclides també sén una obra historica i per que.

El tractat euclidia consta de parts ben diferenciades: a) els
quatre primers llibres sén pitagorics; B) el cinque i el sise, eu-
doxians; y) els tres llibres segiients, que haurien hagut de for-
mar part d’una altra obra o presentar-se com a apeéndix, con-
tenen l'aritmetica pitagorica amb una aportacié propiament
euclidiana; 6) el llibre dese —també aritmetic, en un sentit
ampli— és fruit de les aportacions de Teodor, Teetet i Demo-
crit; €) el segiient presenta la geometria elemental de l’espai,
forjada probablement a I’Académia de Platoé; el dotze, el calcul
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d’arees i volums en termes de proporcions, i és hipocratic i eu-
doxia; i el darrer, amb la construcci6 dels elements del cosmos,
és platonic pero amb trets de matematics anteriors.

Els Elements esdevenen, doncs, una presentacié. Responen
no només al vessant logicodeductiu imposat per Aristotil (que
excloia, a través dels postulats del regle i el compas, la geome-
tria superior desenvolupada per a resoldre els tres problemes
classics), sind també a un vessant historic que fa que 1'obra si-
gui, realment, fonamental.

Entre les seves peculiaritats trobem 1'as de la metodologia
tangram?’ dels quatre primers llibres —un pel sofisticada, si
es vol—, que queda totalment superada un cop presentats els
llibres v i v1, amb la teoria de la proporcié d’Eudox. També, al-
guns teoremes i problemes repetits, com ara l'aplicacié d’arees
(Llibres 11 i vI), el teorema de Pitagores (llibres 11 vI) i la mit-
jana i extrema raé (llibres 111 vI). I una voluntat de respectar
un nivell conceptualment més elemental, desenvolupat histori-
cament abans, com ara el meétode tangram, sense deixar que la
teoria de la proporcié d’Eudox, més complexa conceptualment
pero alhora més simplificadora, se’l mengi.

Pel que fa als llibres aritmetics, podem dir que si, abans de
presentar-los i un cop establerts, Euclides hagués classificat les
magnituds en commensurables i incommensurables, aquestes
darreres haurien esdevingut, de fet, raons numeriques, parts ali-
quotes o fraccions i, aixi, la part de teoria numerica de la pro-
porcié desenvolupada als llibres VII,VIII i IX hauria quedat sub-
sumida en les aportacions del llibre v. Pero Fuclides vol que els
llibres aritmetics, encara que es trobin dins els Flements de ge-
ometria, siguin considerats de manera totalment independent.
Com deéiem abans, en sén un apéndix o una obra disjunta.

En definitiva, la metodologia aristotelica permet a Eucli-
des excloure, del mén de la geometria elemental grega de la
seva epoca, qualsevol problema geometric que no sigui resolu-

27. Vegeu la nota 614 (pagina [53).
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ble amb regle i compas i, tant com pot, el recurs a 'infinit.

¢) Aixo que acabem de veure permet donar resposta a la darrera
pregunta: els Elements d’Fuclides sén un text didactic?

La resposta és, obviament, afirmativa. No podem dubtar de
cap manera que la metodologia logicodeductiva, en els termes
aristotelics, constitueix una eina didactica de primer nivell. La
metodologia, més intuitiva, de l’escola platonica té un valor
indiscutible per a ’obtencidé de resultats nous pero és dificilment
transportable a I'aula, tant si és peripatética com si no ho és.

En una presentacié didactica, cal fixar una epistemologia
que es fonamenti en ’acceptacié de la validesa d’uns elements
primigenis; una gnoseologia que s’encarregui, precisament, de
fixar aquestes veritats, tant les definicionals com les hipoteti-
ques, d’una forma coherent i intelligible. I, un cop determinats
aquests elements, d’alguna manera més intuitius, més platonics,
s’haura de fixar el metode de transmissié des de la veritat pri-
migenia, dels elements primers, fins a la veritat ulterior, la de-
duida. Tot aix0 obliga Euclides a presentar ’obra per mitja de
proposicions, problemes i teoremes, la validesa dels quals ha
de demostrar sintacticament. Per aquesta rad, les figures que
inclou s6n ideals. La semantica, que no es troba pas en les figu-
res sin6 en els noms i les definicions,?® queda relegada als ele-
ments primigenis. Aquesta demostracié sintactica es pot trans-
metre facilment malgrat la seva dificultat intrinseca, necessita
tecnica, memoria i comprensiéo de la naturalesa dels objectes
que hi apareixen. Es una demostracié sense semantica; pero la
comprensi6é profunda de la veritat que estableix si que en té.

En aquest context, el fragment de I’Eutidem de Platé és
molt suggestiu:

—Oi que I'art de cagar [—digué Socrates—] no és altra cosa
que l'art de seguir i capturar les preses? Pero, un cop el caga-

28. Recordem, tanmateix, que, en el cas de la geometria, els objectes
«sén figuresy, com s’explica al paragraf dedicat a les figures a Grécia III.
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dor, o el pescador, ha aconseguit la presa, no sap que fer-neila
lliura als cuiners. Doncs, aix0 fan precisament els geometres, els
astronoms i els calculadors que, de fet, també sén cacadors. No
creen pas les figures siné que en descobreixen 'existéncia. I,
atés que no saben usar-les, els qui no sén negats del tot les

cacen i les lliuren als dialéctics perqueé les facin servir.??

1.3 Ressenya del contingut dels sis
primers llibres dels Elements

Per a acabar la presentacié de I'obra d’Euclides, farem un re-
sum del contingut dels tretze llibres dels Elements i, tot seguit,
un comentari dels sis primers, llibre per llibre.? Com ja hem dit
abans, els quatre primers constitueixen un tractat de geometria
plana elemental; el cinqueé i el sise estableixen la teoria de la pro-
porcié d’Eudox i les seves aplicacions a la geometria, i clo-
uen la geometria escolar; els tres segiients sén aritmetics; el dese
—el més llarg, complicat d’entendre i obsolet— tracta de la in-
commensurabilitat en linia i en superficie, i es deu a Eudox, Te-
odor, Teetet i Democrit;3! els dos segiients estudien la geome-
tria de tres dimensions elemental —de fet, els angles diedrics
i les figures solides com el prisma, la piramide, el cilindre, el
con i I'esfera—; el pendltim és un tractat de calcul d’arees i vo-
lums, amb aportacions d’Hipocrates de Quios, d’Eudox i, pro-
bablement, d’Euclides; i el darrer proporciona la construccio
dels cinc solids platonics i demostra que soén els tnics.

La taula 1.1 conté el nombre de definicions, postulats, no-
cions comunes i proposicions de cada llibre. En la mentalitat
grega, les proposicions es divideixen en problemes i teoremes.
Alguns teoremes van acompanyats de porismes,3? que avui en
dia anomenem corollaris. A vegades, la validesa d’una proposi-

29. PLATO (1928), 290b 5-290 ¢ 5, edicié catalana, p. 141.

30. El comentari dels set restants el farem a Grécia IIb.

31. Conté ’algorisme per a determinar ternes pitagoriques numeriques.
32. Vegeu la nota (pagina [09).
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ci6 depén que compleixi una condicié previa, que s’anomena
«diorisma».?3 La columna Ll indica el llibre; la D, el nombre de
definicions; la P, de postulats; la Nc, de nocions comunes; la E,
de proposicions; la Prob., de problemes; la Teor., de teoremes;
i la darrera, Por., de porismes, de cada un dels llibres. Algunes
proposicions les qualifica de lemes. En tots, les definicions van
al davant. Al llibre X, hi ha tres grups de definicions: el primer
grup, al comencament del llibre; els altres, quan calen.

TAULA 1.1 Els «elementsy dels tretze llibres dels Elements

Ll D P Nc E Prob. Teor. Por. Lem.
1 23 5 509 48 13 35(+2) (3) —
1T 2 — — 14 2 12 (1) —
11 1 — — 37 6(+1) 31 (3) —
v 7T — — 16 16 — (2
v 18 — — 25 — 25 (2)34 —
VI 3 — — 33 10 23 (3) —
VI 22 — — 39 7 32(+1) (1) —
VIII — — — 27 2 25(4+1) (1) —
IX - — — 36 — 36(+1) (1) —
X 4/6/6 — — 115 24(+3)  (91412) (5) (97)
XI 28 — 39 6 27(+1) (1) (1)
XI1 - — — 18 2 16(+3) (3) (2)
XIII —  — — 18 6  12(+242) (2) (37)

En total, els Elements contenen 5 postulats, 5 (o 9) nocions
comunes, tots ells al llibre primer, i 130 definicions i 465 propo-
sicions, de les quals 94(+4) s6n problemes i la resta, teoremes. I,
al final de I'explicaci6 de cada llibre, oferirem una taula amb

els elements que s’han usat en cadascuna de les proposicions.??

Atesa la importancia que els filosofs i els geometres grecs do-
naven a la distincié entre problema i teorema,3® n’oferim la dis-
tribucié per a cada llibre:3”

33. Vegeu IPLA (20164), p. 281 i 282, i Grécia II1.

34. Vegeu la nota B28 (pagina 273).

35. Les notacions: P 5, Nc4 signifiquen «postulat 5», «nocié comuna
4»; i D13, En7, «definicié 3 del llibre 1», «proposicié 7 del llibre I11».

36. Vegeu [PLA (20164d), textos C8d; i d2, p. 566-570, i el pensament
matematic d’Euclides, a Grécia I11.

37. Els lectors interessats en aquesta qiiestié poden consultar I’adre-
ca <http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/>, on trobaran els
enunciats dels problemes en vermell i els dels teoremes, en negre.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/
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TAuLA 1.2 Els problemes dels tretze llibres dels Elements

Llibre Problemes
1 1,2,3,9,10, 11, 12, 22, 23, 31, 42, 44, 45 i 46.%8
m 111 14.

m 11, 17, 25, 30, 33 i 34.3°
v Totes setze proposicions.
v Cap de les vint-i-cinc proposicions.
vi 9,10, 11, 12, 13, 18, 25, 28, 29 i 30.2
v 2,3, 33, 34, 35, 36 i 39.3

vin 2144
1x Cap de les trenta-sis proposicions.*
X 3,4, 10,27, 28,29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 48, 49, 50, 51,

52, 53, 85, 86, 87, 88, 89 i 90.4¢

x1 11,12, 22, 23, 26 1 27.47

X 161 17.48

X1l 13 ilema, 14, 15, 16, 17 i 18.4°

40
41

5

1.3.1 La geometria plana elemental: llibres 1, 11, 111 i 1V

LLIBRE 1. La geometria del triangle

Des del punt de vista epistemologic, el llibre 1 és un llibre pitago-
ric, tant des del punt de vista filosofic com del matematic. Es el
més important de tots i el que conté I’aportacié gnoseologica de
I’obra. No és estrany que Procle dediqués una obra a analitzar-
lo, aprofundir-lo i comprendre’l: Comentaris al llibre primer

38. Els dos porismes d’E115 sén teoremes.

39. El porisma d’E11116 és un problema.

40. Els porismes d’E1v 5 i E1v 15 sén teoremes.

41. Els porismes d’Ev 7 i Ev 19 sén teoremes.

42. Els porismes d’Evi8, 19 i 20 sén teoremes. Hi ha autors que les
proposicions EvI28 i 29 les consideren teoremes.

43. El porisma d’EviI2 és un teorema.

44. El porisma d’EvIII2 és un teorema.

45. El porisma d’Eix 11 és un teorema.

46. 1 els lemes Ex 14, 29 i 33. En canvi, els porismes d’ExX 3, 4, 6, 9
i23,1elslemes 9, 17, 19, 22, 41, 54 i 60 s6n teoremes.

47. El porisma d’EX133 és un teorema.

48. Els porismes d’ExX117, 8 i 17, i els lemes ExX112 i 4 sén teoremes.

49. Els porismes d’ExX11116 i 17, i els lemes EX1112 i 18 sén teoremes.
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dels Elements d’Euclides, molt important historicament i filo-
soficament.

Com indica la taula 1.1, aquest llibre conté vint-i-tres defini-
cions,” cinc postulats® i cinc (o nou) nocions comunes.”? S’hi
estableixen quaranta-vuit proposicions de «geometria plana ele-
mental», deu de les quals es demostren «per I’absurd». D’alguna
manera, malgrat que implica 1'is de circumferéncies, és el 1li-
bre de la linia recta i de les figures rectilinies: els triangles i
els parallelograms. I s’hi donen les eines per al «tangram gene-
ralitzat».

A més, hi queda ja ben pales des del principi que, en el si de
la geometria euclidiana, les proposicions es classifiquen en «pro-
blemes» i «teoremes». En concret, catorze —les proposicions
E11,2,3,9,10,11,12,22,23,31,42,44,45 i 46— s6n problemes;
la resta, teoremes.

Alguns autors hi inclouen dos porismes d’E132 que establei-
xen que «la suma dels angles interns d’un poligon més quatre
angles rectes és igual a tantes vegades dos angles rectes com
costats té el poligon» i que «la suma dels angles externs val
quatre angles rectesy.

Exercici 1. Demostreu la validesa de tots dos porismes. [Indicacid.
Pel que fa al primer, considereu un punt interior, uniu-lo amb els ver-
texs i useu E132. Pel que fa al segon, tingueu en compte que ’angle
intern i 'extern corresponent sumen dos angles rectes (D110).] <

Les definicions (8pot).3 Com ja hem dit abans, la doctrina que
hi ha sota les definicions dels Elements és aristotelica,®® si ente-

50. Vegeu A.1.1a (pagines [G-KT).

51. Vegeu A.1.1b (pagines BI-B4).

52. Vegeu A.1.1c (pagines BA-K3).

53. En grec, la paraula dpoq significa ‘terme’, en el sentit de linia de
terme, frontera. Encara avui usem ’expressié terme per a indicar el nom
que donem a un objecte, per exemple, «kamb aquest terme indiquem. . .»,
i ’hem transportat a l’algebra i la logica per a assenyalar els simbols que
representen els objectes. Vegeu A.1.1a (pagines [[G-&1).

54. Vegeu la mentalitat de Platé i Aristotil a [PLA (20164), p. 267.
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nem «aristotelica» en el sentit que no diu res de 'existéncia o no
existencia de I’element que es defineix.® Com diu Caveing: «[Les
definicions| responen a la pregunta “Que és aixo? (10 61)” i no
pas a la pregunta “Aixo és? (eivon)”.»°¢ Ara bé, aquesta doctri-
na també és platonica, si creiem que hi ha dos aspectes en tota
definicié, el quid nominis —quin nom té7—1i el quid rei —quina
és la cosa denominada?®” Fixem-nos en la diferéncia essencial:
en el primer cas, a la definicid, s’imposa el nom i I'existéncia
caldra establir-la;*® en el segon, s’imposa el nom i el vincle que té
amb un objecte que respon a una idea que preexisteix indepen-
dent del nom i la definicid, de la qual solament capten ’ombra
(B2.2¢; i co de Grécia IIT).

De fet, les primeres definicions soén falses definicions perque
es basen en conceptes no definits:
Di1. Un punt és el que no té parts.
D12. Una linia [, en general)] és una longitud® sense amplada.
D13. Els extrems d'una linia sén punts.%!

Di14. Una linia recta és la que descansa igualment damunt tots
els punts.

La definicié D13 diu que totes les linies tenen extrems; és a
dir, s6n limitades i, d’acord amb D12, de longitud finita. Aixo
fa que sigui impossible considerar una prolongacié a l’infinit
efectiva, és a dir, «en acte». En conseqiiéncia, una linia és sem-

55. [ARISTOTIL (1988), Analitics segons, 11, 7, edicié castellana, p. 404—
407.

56. [VITRAC (1990), volum 1, p. 125.

57. MARCHINI (2006), p. 20.

58. Aix0 és important, atés que, per exemple, 'heptagon —un cop de-
finit— pot no existir; o la duplicacié del cub tampoc. Per aixo cal buscar
la manera de donar-los existéncia.

59. BOYER (1968), edici6 castellana, p. 116.

60. D’alguna manera, s’hi exclou l'infinit en acte perque, conceptual-
ment, no hi ha longituds infinites. Vegeu D13 i l'explicacié que segueix
D14 (pagina [72).

61. De fet, s’hi amaga un postulat: «Totes les linies tenen extrems i
aquests extrems sén punts.»
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pre un «segment» i una linia recta un «segment rectilini», que és
I’expressié que usarem al text, malgrat que sigui poc usual,
perque entenem que s’adiu amb la mentalitat geometrica grega.

D15, 6 i 7. Les definicions analogues per a les superficies im-
posen, implicitament, que les superficies son limitades, fitades
i tancades per linies.

D18. Un angle pla és la mutua inclinacié de dues linies d’'un ma-
teix pla que es toquen pero que no es troben damunt un mateix
segment.62

D19. Quan les linies sén rectes (I'angle) és rectilini.

D110. Quan un segment s’aixeca damunt un altre formant an-
gles adjacents iguals, cada un dels segments és [un angle| rec-
te. El segment que s’aixeca damunt 'altre s’anomena [segment]
perpendicular a 'altre.

Di11. Un angle obtis és més gran que un angle recte.

D112. Un angle agut és més petit que un angle recte.%3

D113 i 14. Dues definicions. La primera: «El limit és 'extrem de
quelcom.» I la segona: «La figura és quelcom compres entre un
o diversos limits.»%* Totes dues definicions palesen que les «fi-
gures» sempre estan tancades per «contornsy, és a dir, sempre
son limitades.

D115. Un cercle és una figura plana limitada per una sola linia
—Ila circumferéncia—"9 de manera que tots els segments que hi
cauen damunt, des d’un punt que es troba entre els seus punts
interiors, sén iguals.

D116. Aquest punt s’anomena centre del cercle.%¢

62. Vegeu B2.2n; i B2.2ny de Grecia I11.

63. De fet, per Euclides, aix0 significa que en el primer cas conté un
angle recte, i que en el segon es pot inscriure dins un angle recte.

64. Unes definicions ben pobres.

65. Curiosament, aquesta linia no té extrems; és un contorn de la figura
cercle. I, tanmateix, és limitada. De fet, d’acord amb D113, és un limit o
contorn.

66. I, de retruc, de la circumferéncia.
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D117. Qualsevol segment rectilini que passa pel centre del cercle
i té els extrems en un costat i 'altre de la circumferencia n’és
un diametre. Aquest segment divideix el cercle en dues parts
iguals.6”

Exercici 2. Sabrieu demostrar I’afirmacié de Simson? <«
D118. Un semicercle és la figura limitada per un diametre i la
periferia. El centre del semicercle és el mateix que el del cercle.®

Exercici 3. Demostreu que el centre del semicercle és el mateix que
el del cercle. <
D1 19. La figura rectilinia és aquella que té com a limits seg-
ments rectilinis. La podem classificar, segons el nombre de cos-
tats, en trilatera, quadrilatera i multildatera.59

D120 i 21. Els triangles —figures rectilinies trilateres— es clas-
sifiquen segons dos criteris. En primer lloc, d’acord amb el nom-
bre de costats iguals —triangle equilater, isosceles i escalé, se-
gons que tingui tres costats iguals, dos o cap. En segon lloc,
segons la naturalesa dels angles —triangle rectangle i obtusan-
gle, amb un angle recte o obtts, respectivament, i triangle acu-
tangle, amb tres angles aguts.

Di122. En el cas dels quadrilaters, el quadrat és equilater i equi-
angle; el rectangle és equiangle pero no equilater; el rombe és
equilater pero no equiangle; el romboide, sense ser ni equilater
ni equiangle, té els costats i els angles oposats iguals. La res-
ta de figures quadrilateres sén trapezis.

En aquest sentit, resulta interessant la comparacié de D120
i D122, en que classifica els quadrilaters rectilinis. Si, en el cas

67. De fet, és una propietat del segment descrit abans i, per tant, una
proposicié. Si s’agafés com a definicid, s’hauria d’establir que un segment
que uneix dos punts de la circumferéncia i divideix el cercle en dues parts
iguals passa necessariament pel centre.

Simson observa que aix0 és una conseqiiéncia immediata de Diirl,
Er24 i Emn31.

68. La definicié del centre del semicercle és la mateixa que la del cercle;
per tant, aquesta afirmacié és un teorema que s’hauria de demostrar.

69. Fixem-nos que, indirectament, hi queden definides les figures de
tres, quatre o més de quatre angles, respectivament.
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dels triangles, en té prou amb els costats —i la naturalesa dels
angles queda determinada, com es demostrara més endavant—,
en el cas dels quadrilaters li calen els costats i els angles. Es,
doncs, una qiiestié de finesa.

I arribem a la darrera definicié, que trenca amb tota l’e-
pistemologia aristotelica dels ens geometrics perque introdueix
I’«infinit en acte», pero que, d’altra banda, és irrenunciable
perque proporciona el concepte basic per a poder introduir el
postulat P 5, que caracteritza la geometria euclidiana.

D123. Dos segments rectilinis son parallels quan, situats en un
mateix pla, encara que els prolonguem fins a 'infinit, mai es
troben.

Observem que, en aquest punt, Euclides trenca la limitacié
aristotelica més ben observada fins ara; necessita usar 'infinit
«en actey. D’aix0 en resulta, doncs, que les «rectes» 70 paralleles
no constitueixen una figura perque «les figures tenen limits». I,
aixo no obstant, en les demostracions usara segments parallels
en comptes de rectes paralleles.

I un apunt final. Euclides no defineix el parallelogram.™

Els postulats (oithoata).” Quatre dels cinc postulats que ofe-
reix Euclides als Flements son d’existencia, mentre que n’hi ha
un que és d’igualtat, en la linia de la nocié comuna Nc4 pero
molt més geometric.

Els postulats P 1 i P 3 indiquen que, donats dos punts [dife-
rents|, «existeixeny el segment rectilini que els té com a extrems

70. No sén segments, ja que cal considerar-ne 1’extensié infinita.

71. Val la pena indicar que no defineix el parallelogram pero, tan-
mateix, usa aquest nom —i ’objecte geometric que designa— moltes ve-
gades, tant en aquest llibre com en els posteriors. Vegeu, per exemple,
FE133, 34,35 i 36, un cop introduit 'is de P5; i D11 i 2.

72. Vegeu A.1.1b (pagines EIH&4). Pel que fa als postulats, podeu con-
sultar ZEUTHEN (1896G), [FRAJESE (1950) i [FRAJESE (1951)), a més de les
obres que contenen les traduccions més recents dels Elements d’Euclides
amb notes i comentaris (pagina B).
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i el cercle limitat per una circumferéncia que té un dels punts
com a centre i passa per altre.

Aixo fa que, malgrat que Platé imposa a la geometria que
recorri als postulats,” segons Aristotil, el caracter existenci-
al és indispensable per a bastir un coneixement cientific.”* Tant
en 1’is de les definicions com en el dels postulats trobem la du-
alitat platonicoaristotelica dels Elements.

El postulat P 2 és de caracter operatiu i respon a ’afirmacié
aristotelica: « Tot segment rectilini es pot prolongar un segment
rectilini [donat].» I aixo, segons l'estagirita, evita haver de re-
cérrer a les rectes infinites.” Aquest postulat és, doncs, instru-
mental i existencial.

Ara bé, Euclides no diu enlloc que, tant en el postulat P 1
com en el P2, hi hagi unicitat:7

P 1’. El segment determinat pels dos punts —els extrems— és
«Unic». Mai hi ha dos segments que tanquin ’espai, és a dir,
dos segments diferents o son parallels o es tallen en un sol
punt. Euclides usa aquest postulat a la demostracié d’E14.

P 2'. La prolongacié a cada banda del segment és «tnicay. Es a
dir, dos segments diferents no poden tenir un segment comu.

Segons Procle, la imposicié de la unicitat —que és essen-
cial— fou observada i comentada per I'epicuri Zené de Sid6.””
En concret, a la demostracié d’E11, P2’ és necessari. I a E14,
s’usa implicitament P 1.78

El postulat P5 —el «postulat dels parallels»— mostra la
genialitat d’Euclides. Estableix una condicié suficient per tal
que dos segments donats, convenientment prolongats, es tallin.

73. PLA(20164), C 1d2, p. 515 i 290; PLA (2018Y), B2.1b; i B2.24a;4.

74. PLA (20164), C11.4b (p. 585-586).

75. PLA (20164), C 11.6h (p. 597).

76. Vegeu la nota B52 (pagina B2-83).

77. PROCLE (1970), 215 a 218; edici6é anglesa, p. 168-170; i francesa,
p. 189-192.

78. Vegeu el problema 0 (pagina B0).
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Es un postulat d’existéncia, de l'existéncia del punt de tall.
En imposar-lo, Euclides evita I'infinit en acte. Tanmateix, P 5
té tota l'estructura d’un teorema i la seva «evidéncia» —cosa
que hom pressuposa en els postulats— és dubtosa. Segons Pro-
cle, a Grecia i en temps del mateix Euclides, els geometres ja
van considerar que era necessari demostrar-ho; no en qiiestio-
naven la validesa, qiiestionaven que es pogués admetre com a
postulat. Els intents de demostrar el postulat dels parallels van
perdurar fins al segle x1x.™

Exercici 4. Quan dos segments es tallen, cal la condici6 del postulat
P57 <

Potser per aquesta rad, Euclides evita 1'is de P 5 fins a la
proposicié E129.

En canvi, el postulat P 4 és un postulat d’igualtat: els angles
rectes damunt segments diferents sén iguals.®’
Exercici 5. Useu el fet que el diametre divideix el cercle en dues parts
iguals per a establir que:
a) El segment limitat per dos punts és tnic.
b) La prolongaci6é d’un segment és unica.
[Indicacié. Suposeu que el segment té els extrems A i B. Useu el cercle
de centre A que té la circumferéncia que passa per B. HEATH (1921),
volum 1, p. 196-197.]

Exercici 6. Proveu que:

a) El didmetre d’un cercle el divideix en dues parts iguals?

b) Si una corda divideix un cercle en dues parts iguals és un diametre,
és a dir, passa pel centre? [Indicacid. HEATH (1921)), volum 1, p. 175—
176.]

Exercici 7. Es possible demostrar el postulat P 4? [Indicacié. Consi-
dereu, d’una banda, un segment perpendicular BA a un segment CD;
i, d’'una altra, un angle recte EF'G, diferent dels dos angles rectes

79. HEATH (1925), volum I, p. 220, recull una desena d’enunciats de P 5
alternatius.

80. Pel que fa al possible caracter constructiu d’aquest postulat, vegeu
el comentari de la pagina E3.
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BAC i B/A\D, que determina BA a C'D. Construiu un angle CAR
igual a EFG. Que passa?] |

Les nocions comunes (xowol #vvolan).8! Normalment, seguint la
tradici6 de Heiberg, se’n proporcionen cinc, pero hi ha edicions
que en proporcionen nou.? Solament comentarem les cinc més
usuals. Les tres primeres fan referencia al comportament de la
igualtat: propietat transitiva i compatibilitat amb la suma i
la resta.®3 La cinquena és filosofica —«El tot és sempre més gran
que cada una de les parts»— i evita que el «tot» sigui considerat
com una «part». Podria ser que aquesta nocié només s’imposés
per tal d’evitar les «paradoxes» de I'infinit, pero aixo no sembla
gaire probable, ates que l'infinit s’ha exclos. I, malgrat que les
altres quatre nocions comunes sén aristoteliques, aquesta cin-
quena lliga amb el dialeg entre Socrates i Crities del Carmides
(Xopuidne) de Platd, en que parlen de la saviesa moral:

SOCRATES. En canvi, quan es tracta del saber, imaginem, em
sembla, una ciencia que, sense tenir un objectiu particular pro-
pi, té com a objectiu totes les altres ciéncies i també la mateixa
ciéncia.

CRITIES. Aquesta és, efectivament, la nostra proposicié.
SOCRATES. I no et sembla que si existeix, és absurda? Perd no
diguem encara que no existeix. Abans de fer-ho, busquem si
existeix.

CRITIES. D’acord.

SOCRATES. Diem que aquesta ciéncia té un objectiu determi-
nat i gaudeix d’una virtut propia que li permet aconseguir
I'objectiu. Es exacte, aixod?

81. Vegeu A.1.1¢ (pagines BA-K3).

82. Vegeu, per exemple, VERA (1970), volum 1, p. 705; i VITRAC (1990),
p. 178-179. En canvi, HEATH (1925), volum I, p. 232-234, recull altres
axiomes —postulats i nocions comunes— que s’usen implicitament en
Pobra, i la nota BG83 (pagina BF).

83. Vegeu SzABO (1960).
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CRITIES. Del tot.

SOCRATES. Aixi afirmem que el que és més gran té la virtut de ser
més gran que una altra cosa.

CRITIES. Efectivament, la té.

SOCRATES. Més gran que una cosa més petita, en ser major, no?
CRITIES. Necessariament.

SOCRATES. Si trobem, doncs, una magnitud més gran que les altres
magnituds més grans i que ella mateixa, perd no més gran que cap
de les magnituds més petites, resultaria que aquesta magnitud més
gran, en tant que és més gran que si mateixa, seria alhora més petita.
D’acord?

CRITIES. La conseqiiéncia, Socrates, és efectivament necessaria.
SOCRATES. Aixi doncs, una cosa que fos el doble de les coses que sén
dobles i de si mateixa seria el doble d’aquesta meitat de la qual aques-
ta cosa esta constituida, de la mateixa manera com les altres coses de
les quals fos el doble, ja que una cosa només pot ser el doble d’una
meitat.

CRITIES. Ben cert.?

SOCRATES. Sera alhora més gran i més petita que si mateixa; i el
que és més pesant que si mateix seria més lleuger; el que és més
vell que si mateix, més jove, etc. Sigui quina sigui la virtut intrinseca
d’una cosa, no és veritat que la seva esséncia quedi determinada per
I'efecte que aquesta virtut sigui capag de produir?

SOCRATES. Aixi doncs, Crities, en tots els exemples que hem ana-
litzat, en uns és insostenible i en altres és molt dubtés que la virtut
propia de cada cosa pugui produir I'efecte en si mateixa. En les magni-
tuds, els nombres i altres coses semblants, és evidentment impossible.
No et sembla que és aixi?

CRITIES. En efecte.®®

84. Per a una analisi de la contradiccié intima com a indici segur d’er-
ror a Socrates, vegeu XENOFONT (1923), 1v, 6, edicié catalana, p. 126-131.
85. Cdrmides, a [PLATO (1966-1969), p. 278-279.
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La quarta nocié comuna és, de fet, de caracter geometric i
s’hauria de trobar en la llista dels postulats. Imposa que si dos
objectes geometrics es poden superposar sén iguals. I, perque
aixd passi, és necessari el moviment;® perd aquesta igualtat és
intrinseca, és a dir, anterior al moviment. Aixi, Euclides evita
que una figura es deformi quan es desplaca, cosa que també
pretén amb el postulat P 4, restringit a angles rectes. En gene-
ral, no obstant aix0, un angle és pot «transportar sense mou-
re’'ly (E123).

Euclides usa el moviment a E14 i 8 (els dos primers crite-
ris d’igualtat de triangles), pero 'evita a E126 (el tercer cri-
teri). Aixo lobliga a fer una demostracié un pel llarga per a
evitar I'as del moviment, que li agradava tan poc.

Aquesta situacié planteja dues menes d’igualtats d’objectes
geometrics:®7 la igualtat per superposicié, anomenada «con-
grueéncia», que nosaltres anomenarem «igualtat»; i la igualtat
de longitud, area o volum de figures no superposables direc-
tament,?® que anomenarem «equivaléncia». En el cas dels seg-
ments rectilinis i dels angles, totes dues igualtats coincideixen.
En el cas dels segments rectilinis, ho imposa la Nc9'. I, en el
cas dels angles, com déiem unes linies més amunt, E123.

Abans d’entrar de ple en ’analisi de les proposicions concre-
tes, val la pena retornar al caracter eminentment constructiu
dels Elements —intimament vinculat a D'existencia—, que ja
hem comentat a bastament en d’altres indrets. Ara, pero,
aquest caracter pren un significat molt més clar, ja que disposem
dels fonaments basics sobre els quals ens hem de moure, els que
fixen les limitacions conceptuals i geometriques.3?

86. [PLA (2010), p. 46-49.

87. Quan Euclides, en les nocions comunes, usa 'expressié «igual» o
«desigualy, entén les dues menes d’igualtat indistintament.

88. Pero que, en alguns casos, poden ser recompostes per tangram.

89. Vegeu [ZEUTHEN (1890).
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Si observem la manera com procedeix Euclides en el desen-
volupament metodologic, veurem que mai usa un objecte geo-
metric abans d’haver-lo construit. Per exemple, a E15, on es-
tableix la igualtat dels angles de la base d’un triangle isosceles,
no recorre a la bisectriu de I’angle oposat a la base, que hauria
simplificat enormement la demostracié, perque construeix la bi-
sectriu a E19 i, per tant, no és fins aleshores que pot afirmar-
ne 'existéncia. I aix0 mateix ho veiem en altres indrets. Per
exemple, no usa el quadrat en cap demostracié abans d’haver-
lo construit a E146.%

La construccié tal com 'entén Euclides, com la resolucié
d’'un problema mitjancant les eines establertes, és efectiva
i no teorica. Aixi evita l'existéncia teorica per «continuitaty,
que no postula fins al llibre v quan introdueix ’arquimediani-
tat, un aspecte parcial de la conti-
nuitat. L’existencia d’un valor mit-
ja®l permetria acceptar I'existéncia,
per exemple, de la bisectriu sense ne-
cessitat de construir-la.

Considerem ’angle BAC el seg-
ment AC, que idealment —no cal
que el moviment sigui real— es des-
placa del costat AB al’AC. En el ca- ) i

, — 7~ FIiGuraA 1.3 La bisectriu AM
ml_passa pels dos angles BAD, de l’angle BAC per continui-
DAC: el primer, més petit; el se- (4 amb moviment ideal.
gon, 1 méﬁgan, fins a arribar als dos
BAE, EAC: el primer, més gran; el segon, més petit. Per con-
tinuitat, aquest segment w passar per la situaci6 AM, en
la qual els angles BAM , M AC s6n iguals. Per tant, existeix la
bisectriu pero no s’ha construit factualment. L’existencia sim-
plement s’ha deduit.”?

90. Per a fer-ho necessita el postulat P 5.

91. De fet, és la continuitat tal com ’entendra Bolzano molts segles
més tard. Es el principi de Bolzano.

92. Vegeu [FRAJESE 1 MACCIONI (1970), p. 62.
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Malauradament, Euclides no pot mantenir sempre aquesta
mena de rigor: basar 'existéncia en la construccié. De vegades
es troba amb situacions en les quals aplica una existencia que
s’ha establert en un cas particular (per exemple, la dels seg-
ments rectilinis), perd, en canvi, no és capag d’establir-la en el
cas general (la de les superficies i volums) i més general (la de
les magnituds de naturalesa arbitraria).

Ex112 és un exemple concret d’aixo, com veurem en el mo-
ment oportt, ja que, tal com hem indicat en un altre indret,”
afirma categoricament que, donades tres arees, és possible tro-
bar-ne una quarta que sigui la quarta proporcional de les tres
donades.? I, més agosarat encara, suposa l’existéncia d’un vo-
lum que és el quart proporcional de tres volums donats perque,
mutatis mutandis, aplica al volum de 'esfera el mateix raona-
ment que havia usat en 1’area del cercle.?

Per a acabar, indiquem que a EX 6 Euclides afirma que exis-
teix la particié d’'una magnitud arbitraria en k parts iguals. Per
a fer-la, usa novament un resultat que solament ha construit en
el cas dels segments rectilinis, i ho fa per extensi6 existencial i
conceptual.?®

I, si bé és cert que a Dv 4 estableix, com a definicid, el prin-
cipi d’Arquimedes, és a dir: «Per a cada parella de magnituds
20 i B, existeix un nombre natural k£ que permet garantir que
EQA > 9B»,97 no podem garantir I'existéncia d’una magnitud in-
termedia € entre 2 i B, donada per endavant, perque el principi
d’Arquimedes és discret —depén dels naturals— i no garanteix
la continuitat de la relacié d’ordre de les magnituds.

93. Vegeu PLA (2010), item (1), p. 126.

94. Es una extensi6, a les arees, ’EvI 12, en qué aconsegueix construir
la quarta proporcional de tres segments rectilinis donats.

95. Es tracta d’ExI118.

96. Vegeu Ev110.

97. Pel que fa referéncia a les mancances d’aquest enunciat considerat
com una definicid i al seu caracter intrinsec de postulat, vegeu la indicacié
de la pagina B9 i la nota M98 (pagina P6A).
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Les proposicions.”® Les proposicions d’aquest llibre basic es po-
den classificar, fonamentalment, en tres grups i dues categories:
de la proposicié E11 a 'E126 (les relatives a les propietats dels
triangles i neutrals); de 'E127 a ’E131 (les relatives als paral-
lels: les E127, 28 i 31, neutrals; les Er29 i 30, euclidianes); i
de 'E133 a 'E148 (les relatives a les arees de parallelograms,
triangles i quadrats, també euclidianes). Aquestes proposicions
fan referencia, doncs, a algunes propietats dels triangles, tant
les que no depenen de P 5 («neutrals») com les que en depenen
(«euclidianesy ). Per exemple, s’hi estableixen els criteris d’i-
gualtat de triangles (neutrals) [E14, 8 i 26] i el fet que la suma
dels angles d’un triangle és igual a dos angles rectes (euclidia)
[E132]. S’hi analitzen algunes de les conseqiiéncies del paral-
lelisme i s’hi estableixen els lemes previs per a poder aplicar
el metode tangram generalitzat en algunes demostracions, un
metode que es recupera amb forca al llibre 11. S’hi donen els
fonaments necessaris per a establir la quadratura dels poligons
rectilinis. Hi trobem també les proposicions relatives a ’existen-
cia de (segments) perpendiculars i de parallels, i a la possibilitat
de dimidiar segments i angles. Finalment, s’hi estableix que el
teorema de Pitagores caracteritza els triangles rectangles.

En concret, aixo es materialitza en una geometria neutral i
una d’euclidiana.”

Geometria neutrall®?

E11i 22. Existeix un triangle equilater de costat donat i un tri-
angle arbitrari de costats donats sotmesos a un diorisma.!0!

98. Vegeu A.1.1d (pagines BG-IA3).

99. A VITRAC (1990), p. 518, hi ha un diagrama dels lligams deductius
de les proposicions d’aquest llibre. Vegeu la taula 1.3 (pagines EI-32).

100. La demostracié de les proposicions no depéen de P 5, ni directa-
ment ni indirectament.

101. Es el primer diorisma dels Elements. Vegeu la pagina 3.
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E12. Sense moviment, podem transportar un segment donat
amb un extrem en un punt donat. Es a dir, el compas «sen-
se memoria» —la circumferéncia queda determinada per dos
punts— té les mateixes capacitats que el compas «amb memo-

ria» —Ila circumferéncia queda determinada pel centre i el radi.

E13. Existeix el segment sostraccié de dos segments donats.!0?

Exercici 8. Que cal fer per a saber si és possible sumar dos segments
donats per endavant? <

E14, 81 26. Hi ha tres criteris d’igualtat de triangles: CAC i ccc
(demostrats usant el moviment) i ACA (demostrat sense usar-
lo).

F1516. El fet que un triangle tingui dos angles iguals és condicid

necessaria i suficient perque sigui isosceles.!%

E19i 10. Un angle i un segment es poden dimidiar.'%*

Exercici 9. Pappos fa servir E14 per a establir E15 usant un recurs
de marcat caracter simbolic. Quin? [Indicacid. Useu les dues repre-
sentacions simboliques —A CAB i A BAC— per a indicar els trian-
gles isosceles de vertex superior A, i vertexs a la base BiC,iC'i B,
respectivament. Useu-ho formalment.] <

E111 i 12. Existeix el segment perpendicular a un segment do-
nat des d’un punt donat tant si és del segment com si és exterior
al segment.'0°

102. L’existencia de la suma de dos segments donats esta inclosa a P 2
si entenem que tot segment donat es pot prolongar un segment arbitrari
donat per endavant. Per tant, és una conseqiiéncia de P2, E12 i P 3.

103. La demostracié d’E15 és directa, d’una gran elegancia, i hauria
de ser un text de lectura obligada. La demostracié d’E16 és la prime-
ra demostracié indirecta, per 'absurd, és a dir, s’hi accepta la hipotesi
complementaria de ’absurd que nega el que es vol demostrar. Té interes
perque és la primera proposicié en la qual podem observar que les fi-
gures d’Euclides sén «idealitzacions» —fins i tot quan sén aparentment
geometriques—, ates que hi «raona» usant com a element auxiliar una
figura que no és possible perd que pretén ajudar a copsar els passos de la
deduccid.

104. Sén simples corollaris d’E11.

105. A E112 i a E122, Euclides usa I’«infinit en acte».
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Exercici 10. Proveu E19, 10, 11 i 12, usant regle i a) compas sense
memoria, b) compas amb memoria.

Exercici 11. El segment perpendicular és tnic? [Indicacid. Vegeu el
problema B (pagina B1).] <

E131. Existeix el segment parallel a un segment donat que pas-

sa per un punt exterior.106

Exercici 12. Com us ho farieu per a tirar un segment parallel a un

segment AB des d’un punt P exterior a AB? [Indicacié. No cal P5.]
Completeu-ho amb el problema B (pagina B0). |

E113i 14. Dos segments que es troben en un punt estan alineats
si, i només si, un tercer segment incideix en el punt de contacte

formant angles que sumen dos angles rectes.

E115. Els angles oposats pel vertex sén iguals.'97

FE116. L’angle extern d’un triangle és més gran que qualsevol
dels angles interns no adjacents.'%

E117. Dos angles d’un triangle sempre sumen menys de dos an-
gles rectes.

E118 i 19. En un triangle, el costat més gran s’oposa a l'angle
més gran, i reciprocament.

E120. En tot triangle, dos costats junts fan més que el tercer
costat. Es un diorisma d’E122.

E122. Donats tres segments, és possible construir un triangle els

costats del qual siguin iguals als segments donats. Per a fer-ho,

cal el diorisma anterior.'%?

106. Aquesta proposicié hauria d’estar collocada abans d’E129 per-
que no necessita P 5. De fet, és un porisma d’E123 i 27. Fixem-nos que,
curiosament, no hi ha la unicitat del parallel. La demostracié d’aques-
ta unicitat si que depén de P 5. Aixo pot fer pensar que E131 potser és
incompleta, en el sentit que hauria d’enunciar i establir 1’«existéncia i
unicitat» del parallel.

107. Alguns autors afegeixen un porisma: «Quan dos segments es ta-
llen, els quatre angles [junts] fan quatre angles rectes.»

108. La demostracio és interessant perque suposa que un segment recti-
lini diferent dels costats i que passa pel vertex d’un angle no talla cap dels
costats de I’angle —els segments no es torcen—, pero talla l'altre costat.

109. A la demostracid, usa una semirecta illimitada. Hi intervé, doncs,
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Exercici 13. Donats tres segments M N, PQ i RS, construiu un tri-
angle que tingui els costats iguals als segments donats. <

E123. Es possible construir un angle igual a un angle donat.'0

Exercici 14. Donats un segment AB i un angle MON , sabrieu cons-
truir 'angle BAC' igual a l’angle donat, amb un costat damunt el
segment AB i el vertex a 'extrem A7 <

E124 i 25. Si dos triangles tenen dos costats iguals, ’angle que
formen és més gran si, i només si, la base és més gran.

E127 i 28. Una secant talla dos segments parallels formant an-
gles alterns i corresponents iguals. S’hi estableixen, doncs, les
condicions suficients per al parallelisme de segments.

Geometria euclidiana''!

E129. Les condicions anteriors —E127 i 28— sén necessaries.

F130. El parallelisme de segments és transitiu.

E132. Els tres angles d’un triangle sumen dos angles rectes.!!?

FE133 i 34. Parallels entre parallels son iguals. La diagonal di-
videix un parallelogram en dues parts iguals.

E135 a 38. Parallelograms i triangles amb bases iguals i amb el
costat o el vertex oposat en un segment parallel tenen la ma-
teixa area, és a dir, sén equivalents.'® S’hi estableixen, doncs,
les bases del méetode tangram.

E139 i 40. Sén inversos parcials d’E137 i 38.

E141. Un parallelogram és el doble [pel que fa a 1’area] d’un tri-

Iinfinit en acte.

110. Es un corollari d’E122. Com ja hem indicat abans, en el cas dels
segments i els angles, els conceptes «congruent» i «equivalent» coincidei-
xen. Per aix0, solament diem que soén iguals.

111. La demostracié de les proposicions depen directament o indirec-
tament de P 5.

112. Vegeu 'observacié feta a E132 de la pagina 4.

113. Hi ha autors que diuen «sén iguals», entenent que tenen la ma-
teixa superficie.
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angle amb la mateixa base i entre els mateixos [segments| pa-
rallels.

Exercici 15. Demostreu que dos parallelograms, amb bases congrues
[superposables] en un segment i el costat oposat a la base en un ma-
teix segment parallel al que conté les bases, tenen la mateixa superfi-
cie. Deduiu-ne que aix0 també val per als triangles. <

E142. Es possible construir un parallelogram, amb un costat i
un angle donats, igual a un triangle[, és a dir, amb la mateixa
area].!14

Exercici 16. Proveu E142 i, en tot cas, constateu que implica que
tot poligon regular es pot convertir en un parallelogram. <

E143. Els gnomons d’un parallelogram sén iguals.!!?

Exercici 17. Proveu-ho. R |

E144 i 45. Es poden calcular les bases de la quadratura dels po-
ligons rectilinis.'16

FE146. Existeix un quadrat de costat donat.

Exercici 18. Construiu un quadrat de costat donat i demostreu que,
efectivament, aixo que heu construit és un quadrat. <«

F147148. S’hi demostren el teorema de Pitagores per a triangles
rectangles, i el seu reciproc.'”

Exercici 19. Proveu:

a) El teorema de Pitagores usant el metode tangram. [Indicacid. Vegeu
el problema @ (pagina 62).]

b) Si un triangle compleix el teorema de Pitagores, és rectangle ne-
cessariament. [Indicacid. Useu la hipotesi de I'absurd i I'item a.] <«

114. S’hi inicia la «quadratura de les figures poligonalsy.

115. Hi anticipa resultats que li caldran a EiI.

116. La demostracié d’E144, basada en el métode tangram i E142, és
molt enginyosa.

117. La demostracié d’E147, per tangram, és d’'una gran elegancia i
hauria de formar part de les lectures dels classics. S’atribueix a Euclides
que sigui tan original. El reciproc es demostra per I’absurd, d’acord amb
P’anterior.
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TAULA 1.3 Dependéncies dels «elements» del llibre 1

E1 D P Nc!''® E
1 15,20 1,3 1 —
2 15,20 1,2,3 1,3 11
3 15 3 1 12
4 — — 4,9’ —
5 — 1,2 3 13,4
6 — 1 5 13,4
7 — 1 5 15
8 — — 4 17
9 20 1 — 11,3,8

10 20 — — 11,4,9

11 10,20 1 — 11,2,3,8

12 10,15 1,3 — 18,10

13 10 — 1,2 111

14 — 2,4 1,3,5 113

15 — 4 1,3 113

16 — 1,2 5 12,3,4,10,15

17 — 2 4 113,16

18 — 1 5 13,5,16

19 — — — 15,18

20 — 1,2 5 12,5,19

21 — 2 4 116,20

22 15 1,3 1 12,3

23 — 1 — 18,22

24 — 1 5 12,4,5,19,23

25 — — — 14,24

26 — 1 1,5 13,4,16

27 23 2 — 116

28 — 4 1,2,3 113,15,27

29 23 2,5 1,24 113,15

30 — — 1 127,29

31 — 1,2 — 123,27

32 — 2 1,2 113,29, 31

33 — 1 — 14,27,29

34 — 1 2 14,26, 29

35 — —  1,2,3 14,29, 34

36 — 1 1 133,34,35

37 — 1,2 6’ 133,34,35

118. Hi esmentem les nou nocions comunes de la nota B63 (pagina BH):
1=1,2=2',3=3,4=7,5=8,4"56"i9".

Pel que fa a les notacions, consulteu [PLA (20164), nota 99, p. 71, o la
nota B3 (pagina [3).
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TAuULA 1.3 Dependeéncies dels «elementsy del llibre 1

(continuacié)
El D P Nc''® E
38 — 1,2 6’ 131,34, 35
39 — 1 1,5 131,37
40 1 1,5 131,38
4 — 1,2 105 134,37
42 1,2 1,2 110,23, 31, 34, 38, 41
R — 1 2.3 134
44 — 1,25 1,8 115,29, 30,31, 42, 43
45 22 1 1,2 114,29,30,33, 34,42, 44
46 22 4 1,3 12,3,11,29,31,34
a7 — 1,4 1,25 14,14,30, 31, 41,46
48 — 1 1,2 12,3,8,11,47

LLIBRE 1I. La geometria algebritzada

Aquest llibre és breu. Conté dues definicions i catorze proposici-
ons, de les quals solament dues sén problemes; la resta, les altres
dotze, sén teoremes.!t?

Les definicions.?® Les dues definicions sén:

Di11. Tot parallelogram rectangular esta contingut —determi-
nat— per dos segments rectilinis que formen ’angle recte.

D11 2. En tota superficie parallelogramatica, el gnomon és qual-
sevol parallelogram al voltant de la diagonal i els dos comple-
ments.

Les proposicions.'?! Les proposicions E111, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9
i 10 estableixen les equivaléncies que hi ha entre les arees rectan-
gulars'?? determinades per la seccié (i/o la prolongacié) d'un
segment. Si considerem que els segments sén mesurables, aques-

119. Per a la dependéncia deductiva, vegeu la taula 1.5 (pagines B3
120. Vegeu A.1.2a (paginesdIhib6-157).
121. Vegeu A.1.2b (pagines C3A-IX7).
122. Usarem la paraula «superficie» per a referir-nos a una figura pla-
na, en general, i la paraula «area» per a referir-nos a la superficie concreta
de la figura en qiiestid, que, en el mén algebric, seria un valor numeric
concret. Vegeu la nota P18 (pagina 7).
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tes relacions es transformen en igualtats algébriques —cosa
que trobarem en la matematica oriental. Per aquesta rad, es
diu que el llibre 11 dels Elements és un llibre d’«algebra geome-
tritzada» o «geometricay.

Si admetem que la suma correspon a la juxtaposicié de seg-
ments, la diferéncia a la sostraccié i el producte al rectangle, tin-
drem, en concret:

TAULA 1.4 Taula esquematica de la proposicio EIl1 a U'EII10

Enl. m(a+b+c+---)=ma+mb+mc+...
En2. (a+ba+ (a+b)b=(a+b)
Ein3. (a+b)a=a®+ ba.
Ein4. (a+0b)?=a*+b>+2ab.
En5.  ab+ (42 —b)" = (482)°,
o bé (a+p)(a—p)=a®— 212
Ein6. (2a+b)b+a? = (a+0b)?
obé (a+p)(a—p)=a®-p21*
En7. (a+b?+a®>=2(a+b)a+b?
obéa?+p2=2a8+ (a—pB)>~%
Ens8. 4(a+ba+b?=((a+b)+a),
obédaf+ (a—p)2=(a+pB)>%
B9, a? 482 =2 ((22)"+ (4 —0)*),
0 bé (a+p)* + (a— B)* =2(a” - §).
En10. (2a+b)?2+02=2 (a’*+ (a+1b)?),
obé (a+ )%+ (a—B)?=2(a? - p?).

Euclides, pero, les enuncia en termes geometrics. Per exem-
ple, E111 i E1110 les expressa aixi:

E1r1. Si tenim dos segments i en dividim un en un cert nombre
de parts [subsegments], el rectangle contingut pels dos segments
[donats] és igual'?® al rectangle contingut pel segment integre i
cada una de les parts [del segment dividit].

E1r10. Tallem un segment en dues parts iguals i el prolonguem
un segment. Kl quadrat del segment total més la prolongacio i el

123. Correspon a I'é\ewic, ‘aplicacié en ellipse’.
124. Correspon a la OmegBoly, ‘aplicaci6 en hiperbola’.
125. Es superposable per tangram.
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quadrat de la part prolongada, junts, equivalen'?® al doble
del quadrat [construit] damunt la meitat [del segment donat] i
el quadrat el costat del qual s’obté ajuntant el segment meitat
del segment donat i el segment afegit a un segment.

Les proposicions E115 i E11 6 fan referéncia a 1’«aplicacié d’a-
rees» d’un quadrat d’area donada b?> damunt un segment de lon-
gitud donada a per defecte i per excés, respectivament.!?” De
fet, Euclides posposa el problema general al llibre VI, pero ja
mostra ara que, amb regle i compas, és possible resoldre les equa-
cions (a—x)xz = b? (amb el diorisma corresponent) i (a+x) Xz
= b2. De fet, aqui retrobem el problema mesopotamic:'?® «Di-
vidiu un segment donat de manera que les parts formin un rec-
tangle d’area donada, i prolongueu-lo de manera que el total i
la part prolongada formin un rectangle d’area donada.»

Exercici 20. Proveu E1l5 i En6, a) algébricament [Indicacid. Es fa-
cil.]; b) geometricament [Indicacid. Es més delicat.].

En el cas b, és possible determinar el punt de divisi6 i 'extrem de
la prolongacié amb regle i compas?

Constateu que les equacions de segon grau (a — x) x x = b* (amb
el diorisma corresponent) i (a + z) X = b? s’han resolt amb regle i
compas. <

La proposicié Ei111 és un problema i ens demana que divi-
dim un segment donat en «mitjana i extrema radé» amb regle i
compas. En termes euclidians diu: «Dividiu una recta donada
de tal manera que el rectangle comprés entre la recta sencera
i un dels segments (el petit) sigui igual al quadrat del segment
que queda (el gran).»

Exercici 21. Sabrieu fer-ho? Feu-ho. P |

Les proposicions E1112 i E1113 generalitzen el teorema de
Pitagores als triangles obtusangles i acutangles. En la termino-
logia trigonometrica actual —molt posterior a I’época grega—

126. Es superposable per tangram.
127. Vegeu les notes 23 i (pagina 33).
128. Vegeu [PLA (20164), p. 204.
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s’engloben en el que es coneix com el «teorema del cosinus», que
diu: «Si a,b i cson les longituds dels tres costats d’un triangle i
A, B i C els angles oposats, aleshores a®> = b>+c?>+2ab cos A.»

Exercici 22. Sabrieu demostrar-ho? Feu-ho. <

El llibre s’acaba amb el problema que faltava per a veure que
tota figura poligonal rectilinia és quadrable. De fet, Euclides es-
tableix el «teorema de ’altura d’un triangle rectangle», és a dir,
constata que «tot rectangle és quadrabley. I ho fa sense recorrer
a la teoria de la proporcid, usant I’aplicacié d’arees o, altrament
dit, el metode tangram.

Exercici 23. Feu un quadrat que tingui la mateixa area que un rec-
tangle donat. Sabrieu fer-lo per aplicacié d’arees? <

Si unim aquest resultat a E145, la quadratura de les figures
poligonals rectilinies queda tancada. Aixi s’estableix definitiva-
ment un dels resultats pitagorics notables.!??

Exercici 24. Demostreu que tota figura poligonal és quadrable. <«

Com ja hem dit abans, aquest llibre posa de manifest la vo-
luntat explicita d’Euclides de respectar el relat historic: propor-
ciona la resolucié amb regle i compas de problemes que s’havien
plantejat, molt probablement, a I’escola pitagorica. Sén proble-
mes que retrobara al llibre Vi, un cop establerts els elements
de la teoria general de la proporcié. En aquest nou context,
sén més facils de resoldre, com EI 47, que esdevé un porisma
d’Evi 8. La voluntat de generalitzar el teorema de Pitagores
palesa també aquesta voluntat, molt remarcable des del punt
de vista de la historia de la geometria grega, de recuperar les
resolucions amb el regle i el compas.

TAuULA 1.5 Dependéncies dels «elementsy del llibre 11

En D P Nc''® E
1 ul — 1,2 12,3,11,31,34
2 ml — 1,2 130,31, 46
3 ul 2 1,2 130, 31,46

129. Vegeu l’item e de la geometria pitagorica, a [PLA (2016d), p. 144.
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TAULA 1.5 Dependéncies dels «elementsy del llibre 11

(continuacid)
En D P Nc''® E
4 1l 1,4 1,2 15,6,29,30,31,34,43,46
5 L2 1 19 110, 30, 31, 36, 43, 46,
’ ’ 114 porisma
110, 30, 31, 36, 43, 46,
6 ml,2 1,2 1,2 114 porisma
7 11,2 — 1,2 143,46,
114 porisma
8 L2 9 19 12,3, 34, 36,43, 46,
’ ’ 114 porisma
12,3,5,6,10,11,29, 31,
9 — 1,4 1,2,3,6 35,34 47
12,3,5,6,10,11, 15, 29,
0 — 1,245 1,2,3,6,8 ¢ 51"
U oul Lo L3 112, 3,10, 46, 47,
’ ’ 16
12 1,2 1,2 112,47,
14
112,47,
13 — — 1,2 e
1(15), 18, 12,3, 10,45, 46, 47,
14 {111 1,2,3 1,3 s

LLIBRE I11. La geometria del cercle i la circumferéncia

El llibre 111 s’atribueix a Hipocrates de Quios i esta totalment
dedicat a 'estudi de les propietats del cercle i la circumferen-
cia. Conté onze definicions i trenta-set proposicions relatives al
cercle, la tangent, les cordes, els segments circulars i la potencia
d’un punt a la circumferencia del cercle. S’hi estableix la inva-
riancia de la potencia.

Aquest llibre presenta una organitzacié deductiva menys so-
lida que la dels dos llibres anteriors.'? Si descartem la proposi-
ci6 E111 1,conté catorze proposicions que sén independents de les

130. Vegeu la taula 1.6 (pagines B2-£3).
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131 132

d’abans.™" Tretze no s’usen mai als Elements.””* Solament les
inclouen Eri1 15, 29, 30 i 37.133 I, aixo no obstant, cal remarcar
que les proposicions posteriors a EII116 sén necessaries per a
establir I'existéncia del pentagon regular inscrit en un cercle.34
Les definicions.'3 La primera definicié, D111, determina la
igualtat de dos cercles —i, de retruc, de dues circumferéncies—
quan tenen els diametres —o els radis— iguals.'3® La segona,
D111 2, defineix la tangent (¢pdntecton) com aquell segment que,
encara que el prolonguem, solament «toca» la circumferén-
cia. 137

A continuacié hi ha la definicié de cercles tangents, quan les
circumferencies respectives es toquen. Les definicions quarta i
cinquena estableixen en quin cas dues cordes disten del centre
el mateix o una més que Paltra. Obviament, quan els segments
perpendiculars a les cordes des del centre sén iguals, o quan un
és més gran que 'altre.

I, seguidament, el llibre déna cinc definicions més delica-
des que estableixen els conceptes de «segment circulary, «angle
d’un segment», «angle en un segmenty, «sector circular» i «seg-
ments circulars semblants».

D1 6. Segment circular (tpfipo xOxhou) és la [figura] limitada
per una corda del cercle i un dels arcs de la circumferencia que
determina.

131.S6n Eni 2,3,5,6,7,8,12,13,14, 15,16, 18,20 i 23. Vegeu MIIELLER
(1981)), p. 178.

132. Sén Enn14,7,8,12, 13,15, 25, 29, 30, 33, 34, 35 i 37. Vegeu MUELLER
(1981), p. 178.

133. Vegeu MUELLER (1981)), p. 178.

134. Vegeu l'esquema deductiu a [VITRAC (1990), p. 519.

135. Vegeu A.1.3a (pagines [R3-IXA).

136. De fet, congruents.

137. Exclou que la «talli», és a dir, que la toqui en dos o més punts.
Quan es tracta d’un segment i una corba, o de dues corbes, s’usen els verbs
«tocary i «tallar» per a indicar que només tenen un punt en comu o més
d’un, respectivament.
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Dui 7. Angle «d’un» segment (€v tpfpott 8¢ yovia) és el que de-
terminen la corda i I’arc.!3®

Diit 8. Angle «en uny segment (tpfjpotoc 8¢ yovio) 13 és 'angle
que determinen els segments tirats des d’un punt qualsevol de

l'arc als extrems de la corda que determina Parc.!40

Y141 és1a figura que de-

arc que els costats

Diir 10. Sector circular (topeic 8¢ xOxhou
terminen els costats d’un angle central'? i I’
determinen [quan tallen la circumferencia].
D11t 11. Segments circulars semblants (Spoio TuRuatar xOxAwV)
sén aquells que admeten angles iguals o aquells en els quals els
angles son iguals entre si.

Les proposicions.'*3 Entre les proposicions podem observar una
certa organitzacié tematica que ens permet agrupar-les aixi:
Emrl, 2, 3,4,7,8,9, 14 i 15; E1rh, 6, 10, 11, 12 1 13; E11 16,
17, 18 i 19; Em120, 21 i 22; Emi23, 24 i 25; E126, 27, 28,
29 i 30; Em31, 32, 33 i 34; i En35, 36 i 37. En concret, les
quatre primeres proposicions caracteritzen el centre i analitzen
algunes propietats de les cordes.

Emrl. Es possible determinar el centre del cercle. I demostrar,
per 'absurd, que el punt que s’ha determinat ho és.

Exercici 25. Determineu el centre d’un cercle donat i vegeu que el
punt que heu determinat és el centre. |

Err2; 3 i 4. Els segments que uneixen dos punts de la circum-
ferencia del cercle sempre son interiors al cercle. I un segment
divideix la corda en dues parts iguals si, i només si, passa pel
centre del cercle.

138. Es, doncs, un angle mixtilini i lliga amb D18, E15, i Err16 i 31.

139. Avui 'anomenen «angle inscrit en un segment» o «angle capag».

140. La definici6 segiient completa aquesta. Diu que l'angle «s’apunta-
lay» als extrems de la corda que defineix el segment.

141. Actualment, aquest nom es manté.

142. Es a dir, un angle amb el vértex al centre del cercle i els radis cor-
responents com a costats.

143. Vegeu A.1.3b (pagines [8G-237).
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Exercici 26. Proveu:

a) Un segment que uneix dos punts d’una circumferéncia és interior

al cercle.

b) Un segment dimidia una corda si, i només si, [convenientment pro-
longat] passa pel centre. |

Les proposicions E1117 i 8 indiquen quins segments, tirats
des d’un punt de dins del cercle a la circumferéncia, i quines se-
cants, des d’un punt exterior, sén més grans o més petits, res-
pectivament, que el diametre, i la secant que passa pel centre.

E1119. El fet que es puguin tirar tres o més segments iguals sobre
la circumferencia, des d’un punt interior, implica que el punt és
el centre.

Exercici 27. Un punt interior d’un cercle és el centre si almenys tres
dels segments amb un extrem al punt i 'altre [extrem] a la circumfe-
réncia soén iguals. <

Les proposicions E11114 i 15 estableixen una condicié ne-
cessaria i suficient per tal que una corda sigui igual, més gran
o0 més petita que una altra, és a dir, estableixen la relacié de
les llargades que han de tenir els segments perpendiculars a la
corda des del centre.

Exercici 28. Proveu que dues cordes d’un cercle sén iguals si les «dis-
tancies» del centre a la corda ho sén. Quina relacié cal imposar entre
aquestes distancies com a condicié necessaria i suficient per tal que
una sigui més llarga que 'altra? <

E1115 1 6. Si dos cercles es tallen o es toquen, no poden tenir el
mateix centre.

E1110. Dos cercles no poden tenir més de dos punts en comd.

Val la pena indicar que Euclides no explicita mai en quines
condicions es tallen dos cercles. No disposa, doncs, d’un postu-
lat P 5 per a cercles o circumferencies. Vet aqui el punt feble de
la demostracié d’E11, en que es dona per fet que les circumfe-
rencies que tenen els centres a cada un dels extrems d’un seg-
ment i que passen per laltre extrem es tallen «necessariament».
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» Exercici 29. Proveu E11110. <

Emr111i12. La recta que uneix els centres dels cercles les circum-
feréncies dels quals s6n tangents [tant si ho sén interiorment
com si ho sén exteriorment| passa [convenientment prolongada
en el cas de la tangencia interior]| pel punt de tangencia.

Ei11113. Dos cercles tangents no es toquen mai en més d’un punt.

Les proposicions E11116, 17, 18 i 19 fan referencia a la cons-
trucci6 i les propietats de la tangent:

E11116. La perpendicular al diametre d’un cercle per un dels ex-

trems és tangent a la circumferencia del cercle i determina I’ «an-

gle de contacte», que és més petit que qualsevol angle rectili-
. 144

ni.

Enr17. Es possible tirar una tangent a una circumferéncia des

d’un punt exterior al cercle.'4?

E11181i 19. Un segment és perpendicular a la tangent al punt de
tangencia si, i només si, passa pel centre del cercle i, de retruc,
[convenientment prolongat] conté el diametre.

» Exercici 30. Proveu 'afirmacié anterior. <
Les proposicions Ei11120, 21 i 22 estudien les propietats dels

angles central i inscrit:

E1120. L’angle central val el doble que I'angle inscrit amb el
mateix arc.

Emn21. Tots els angles «en» un segment sén iguals.46

» Exercici 31. Proveu E11120 i E11121. P |

144. Malgrat que I’enuncia com un teorema, conté un problema, ja que
estableix 'existéncia de la tangent a una circumferéncia per un punt de
la circumferencia. Pero diu més coses.

145. Es un problema.

146. D’alguna manera, justifica la definicié d’«angle en un segment»
perque no depén de l'eleccié del vertex. Per tant, ens permet parlar de
«’angle en el segment». Aquest teorema es coneix amb el nom de «l’angle
inscrit que abraga un arc o una corday, que els subtendeix, en definitiva,
I’«angle capag».
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Enr22. Hi ha una condicié necessaria perque un quadrilater es
pugui inscriure, és a dir, sigui «inscriptible» en un cercle.

Exercici 32. Quina és la condicié que ha de tenir un quadrilater per-
que sigui inscriptible en un cercle? Es una condicié suficient? <

Les proposicions EI11 23, 24 i 25 analitzen propietats elemen-
tals de les cordes i els segments «semblants» que determinen en
dos cercles iguals:

FE1123 i 24. Damunt una corda no és possible fer dos seg-
ments semblants i damunt cordes iguals els segments semblants
sén iguals. 147

Em125. Un segment de cercle determina el cercle.!*®

Les proposicions EI1126, 27, 28, 29 i 30 s’apliquen a les rela-
cions existents entre la terna «angle, arc i cercle».

E1126, 27, 28 i 29 estableixen que, en cercles iguals, els arcs
iguals subtendeixen angles centrals i inscrits, i cordes, iguals.

E111 30. Consisteix a dimidiar un arc donat.'4?

Les proposicions E11131, 32, 33 i 34 estudien les propietats
dels angles en els segments circulars.

Ei11133. Fa un segment circular damunt un segment donat que de
termina un angle donat.

E1134. En un cercle donat, fa un segment d’angle donat.

Les proposicions E11135, 36 i 37 sén molt importants. Intro-
dueixen la «potencia» d’un punt a una circumferencia i el seu
caracter invariant. A més, aquesta poténcia caracteritza la tan-
gent. 150

Exercici 33. Donat un punt P [interior o exterior] a un cercle, tirem
un segment que passi per P i talli la circumferéncia a A i B. La

147. A la demostracié d’E1r24 Euclides necessita el moviment.

148. Es un problema perqué diu com s’ha de fer.

149. Es, doncs, un problema.

150. Com ja hem dit abans, aquests resultats sén necessaris per a cons-
truir el pentagon regular inscrit en un cercle donat.
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«potencia» de P a la circumferéncia és el rectangle determinat per
PAi PB. 1 és invariant, és a dir, depén de la circumferencia donada
i del punt P, pero no del segment que hagim tirat. Demostreu-ho. <

TAULA 1.6 Dependéncies dels «elements» del llibre 11

Em D P Nc't® E
I 110 1,24 5 11,2,8,10, 11
15,9,16,19,
2 115 1,2 5 i
3 110 1,4 — 15,8, 26,
’ mrl
4 — 1,4 5 mrl,3
5 115 1 1,8 —
6 115  — 1,8 —
. 14,20, 23,24,
7 115 1 1,3 il
14,20, 21,23, 24,
8 115 1 1,2 111 1 porisma
9 110 1,2 — 18,10,
111 1 porisma
0 — L2 9 110,11,
’ 111 porisma, 5
120,
11 115 1,2 5 w6
12 115 1 5 120,
mrl
13 1356 1 5 i, 2,11
115 , 112,47,
14 4 1 1,2,3,5 mrl,3
115 13,11, 12, 20, 24,
15 joigs) 1,2 2 nrl,14
6 — 1,4 5 15,11,12,17,19
14,11,
1715 1,34 — 11 1, 16 porisma
112,17,19,
18 — 1 5 1
111,
n = 1,4 g mi,18

20 115 1,2 1,2,3 15,32
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TAULA 1.6 Dependéncies dels «elementsy del llibre 11

(continuacid)
En D P Nc118 E
21 — 1 1,20
132,
2 - 1 {11121
23 11l 1,2 — 116
24 — — 10
25 110,15 1,2,3,4 1,5 14,6,10,11,23,
19
26 mil, 11 1 3 11120 04
o - , 123,
2 1,6, 111 20, 26
28 1l 1 3 ml %
29 1l 1 — IIIl 97
14,10,11,
30— 1,4 o 111 28
31 110 12,4 1,25 151732
111 22
32 — 1,4 1,2,3 111,13,19,22, 31,32
14,10,11,23,
33 115 1,34 1 111 16 porisma, 31, 32
123,
34— o 1 117,32
112,47,
35 — 1 1,2,3 <115,
mnrl,3
112,47,
36 115 1 1,2,3 <116,
1111 3,17,18
37 115 1 1,2

IIIl , 16 porisma, 17, 18, 36

LLIBRE 1v. Els poligons requlars construibles amb regle

i compas

43

Aquest llibre conté set definicions pero, de fet, Div31i 6, i Div 4
i 5 s6n iguals, amb un simple canvi de nomenclatura: s’hi substi-
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tueix «figura inscrita» per «circumferéncia circumscritay, i «fi-
gura circumscrita» per «circumferéncia inscritay», respectiva-
ment. I també conté setze proposicions. Es un llibre forga ele-
mental. Tracta de la construccié de poligons regulars, inscrits i
circumscrits en un cercle, construibles amb regle i compas: en
concret, el triangle equilater, el quadrat, I’hexagon, el pentagon
i el pentadecagon. L’'tnic d’aquests problemes que presenta una
mica de dificultat és el que consisteix a inscriure un pentagon en
un cercle (E1v 11). Aquest és, de fet, el resultat més important
d’aquest llibre i justifica algunes proposicions de I'anterior. De-
pen d’E115, 6 i 11, i de la segona part del llibre 111.

Totes les proposicions sén problemes. I E1v 11 10 sén lemes:
donat el cercle, s’hi pot fer el poligon inscrit i circumscrit; i do-
nat el poligon, el cercle inscrit i circumscrit.'®!

Els resultats son, d’alguna manera, independents: s’agrupen
per a cada poligon; pero, en general, els obtinguts per a un po-
ligon no fan cap falta en la construccié dels altres, llevat de la
del pentadecagon, que depeén de la del decagon.!?

Les definicions.'®3 L inica cosa que fan les definicions D1v 1, 2,
3,4, 516 és precisar que s’entén per «figura inscrita» i «cir-
cumscrita» en una figura i en un cercle. S6n, de fet, les defini-
cions naturals i no tenen cap interes remarcable.

La D1v 7 déna una descripcié del que avui anomenem «cor-
da» d’un cercle: «Un segment s’ajusta a un cercle quan té els ex-
trems en la circumferéncia corresponent.» 54

Les proposicions.'®® Comentem, d’entrada, les dues proposici-
ons auxiliars:

151. Vegeu el quadre a [VITRAC (1990), p. 469.

152. MUELLER (1981)), p. 189-193.

153. Vegeu A.1.4a (pagines Z39-D2M).

154. Fixem-nos que, de fet, ’hauria d’haver establert al llibre 111, que és
on correspondria que fos d’'una manera natural. Ho fa aqui perque el neces-
sita com a «elementy.

155. Vegeu A.1.4b (pagines 240-264).
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E1v 1. Hi ha un procediment per a trobar una corda de longitud
donada, inferior a la del diametre,'®% en un cercle donat.

FE1v 10. Hi ha una manera per a construir un triangle isosceles
que tingui cada un dels angles de la base igual al doble de I'an-
gle del vertex. Euclides necessita aquest resultat, fruit de I’ana-
lisi del pentagon, a I’hora de construir un pentagon regular ins-
crit en un cercle. La construccié que fa Euclides és delicada i es
basa en Err11 i Err37.

Exercici 34. Proveu:

a) El triangle format per dues diagonals que ixen d’un vertex d’un pen-
tagon regular i el costat oposat és un triangle isosceles que té la pro-
pietat del triangle que es construeix a Er110.

b) Dues diagonals d’un pentagon regular es tallen en un punt que les
divideix en mitjana i extrema raé. [Indicacid. Useu la teoria de la pro-
porcid.] <

Les proposicions E1v 2, 3, 4 i 5 fan referencia als triangles.
En concret, estableixen la manera com s’inscriu i es circumscriu,
en un cercle donat, un triangle amb els mateixos angles que un
de donat.'®” I també la manera de fer-ho quan el triangle és ar-
bitrari. De fet, el porisma afirma: «Tres punts no alineats deter-
minen una circumferencia.»

Exercici 35. Feu-ho. P |

Les proposicions E1v 6, 7, 8 i 9 fan referencia als quadrats.
Les dues primeres resolen el problema d’inscriure i circums-
criure un quadrat en un cercle donat; les altres dues inscriuen
i circumscriuen un cercle en un quadrat donat.

Exercici 36. Feu-ho. P |

Les proposicions E1v 11, 12, 13 i 14 fan referéncia als pen-
tagons regulars. En primer lloc, s’hi explica la manera de cons-
truir un pentagon regular inscrit en un cercle. En segon lloc, la

156. Heus aqui un diorisma.
157. Avangant-se al llibre vI, mostra la manera de construir triangles
«semblants» a un de donat.
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de construir el pentagon regular circumscrit. I, en tercer lloc,
com fins ara, la d’inscriure i circumscriure un cercle en un pen-
tagon regular donat.

L’hexagon regular solament l'inscriu, i ho fa a E1v 15.
Exercici 37
a) Inscriviu un hexagon regular en un cercle donat.
b) Sabrieu circumscriure’l?
¢) I, com en els altres casos, sabrieu inscriure i circumscriure un cercle
en un hexagon regular donat? <

La proposicié E1v 16 mostra la manera d’inscriure un penta-
decagon regular en un cercle.
Exercici 38
a) Sabrieu fer-ho?
b) Sabrieu completar aquest resultat amb els que falten? [Indica-
cid. Vegeu lexercici anterior.] <

En aquest punt, Euclides acaba el llibre 1v. Es el més senzill
de tots i tanca la geometria plana elemental.

Als FElements queda, doncs, establert que, amb regle i com-
pas, es poden construir el triangle equilater, el quadrat, el penta-
gon regular i el pentadecagon regular. I, naturalment, també es
poden construir tots els poligons que tenen el doble de cos-
tats que un de ja construit, ateés que E19 mostra la manera de
dimidiar un angle;'®® per tant, ’hexagon, I'octogon, el deca-
gon, el dodecagon, etc.

TAULA 1.7 Dependeéncies dels «elementsy del llibre 1v

Eiv D P Nclt® E
13,

o5 3 1 ml,15
123,32,

2 1 1,3 17, 32
111,13,23, 32,

3 122 1,245 L3 111, 16 porisma, 18

158. Per tant, la construccié de I’hexagon, que tracta especialment, no
li calia haver-la fet, ja que estableix la manera de construir el triangle equi-
later a E11.
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TAuLA 1.7 Dependéncies dels «elementsy del llibre 1v

47

(continuacio)
Eiv D P Nc'18
19,12, 26,
4 115,22 1,3,4,5 1 {11110 16
5 — 1,3,4,5 1 14,10,11
14,11,
6 115,22 1 1,2,4 a1
111,28, 30, 34,
o2 2,4 1 mr1,17,18
8 115 3,5 1,6 143, 46,
111 16
9 115 1,3,5 1,6 16,8
12,5,6,32,
mll,
10— 1,3 1,2 11132 37,
1v1 5
1 — 1 1,2,6' 11126 27,29,
2,10
18,26,47,
12 110,15 4 1,2,3,5' 111, 16 porisma, 18, 27,
w1l
13 1,3,4,5 1,2,5 14,9,12,26,
1116
- / 16,9,
14 1,3,5 1,6 (v13)
15,13, 15, 32,
15 115,20 1,2,3,4 1,2,3 111, 26,27, 99
111 28, 30,
16— 1 2,3 1,211

1.3.2 La teoria de la proporcié d’Eudox i la seva
aplicacié a la geometria: llibres v i vI

Euclides dedica dos llibres a la teoria general de la proporcio,

que, com ja hem indicat en un altre indret, és obra d’Eudox.

159.[PLA (20164d), p. 313 i segiients.

159
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El primer llibre, Ev, proporciona un seguit d’aportacions
que transcendeix la geometria d’una manera que recorda el que
s’esdevenia amb les nocions comunes, perque estableix
—enuncia i demostra— proposicions «per a magnitudsy, és a
dir, aplica la teoria —o el metode— a «les quantitats que es po-

den mesurar [amb parts continues]», en termes aristotelics.'6°

En canvi, el segon llibre, EvI, aplica la teoria general de la
proporcié als objectes geomeétrics, en particular, als triangles,
d’on fa derivar la majoria dels resultats. I obté els resultats ele-
mentals d’aquesta teoria quan s’aplica a la geometria, en par-
ticular, el teorema de Tales per a linies i per a superficies.6!

LLIBRE V. La teoria general de la proporcié d’Eudox

Aquest llibre consta de disset definicions, vuit de les quals s6n
«nominativesy, i de vint-i-cinc proposicions de caracter opera-
tiu, és a dir, que exposen la manera de manejar les raons i les
proporcions amb les operacions d’ajuntar, sostreure, multipli-
car, partir, invertir, compondre i alternar termes.! 62

Les definicions.'% De primer, introdueix els conceptes de mag-
nitud «part» i «multiple» d’una altra magnitud (Dv1 i 2).

160. Aquest concepte de magnitud sorprén. Els gedmetres grecs re-
corren a les «magnituds» per la impossibilitat de mesurar el que és in-
commensurable, mancat, per tant, de la quantitat (numeérica) correspo-
nent. Per a distingir-les de les «pluralitats discretesy», Aristotil diu: «La
magnitud és divisible en parts continues.» JARISTOTIL (2000), llibre v 13,
1020a 10 i 12, edici6 castellana, p. 238 (vegeu la nota [[97, pagina BBA).
Designarem les magnituds amb les lletres 2,93, ¢, ..., 9, NP, ..., i amb
subindexs si cal.

161. Arquimedes, als treballs de geometria, segueix les petjades dels
llibres vi1i x11 d’Euclides i usa una teoria ja establerta. Aixo li permet evi-
tar en tot moment aquest caracter general i limitar les seves proposicions
a la teoria de la proporcié entre linies, superficies i solids.

162. Vegeu KLINE (1972), edicié castellana, p. 103-109, i, en particu-
lar, p. 106-107.

163. Vegeu A.2.1a (pagines PGI-209).
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A continuaci6, les definicions de «raé» (Dv31iDv 4, que, de fet,
és un postulat), «igualtat de raonsy i, de retruc, el concepte de
«proporcié» (Dv5iDv6) i «desigualtat de raons» (Dv 7). Per
a una exposicié acurada d’aquestes definicions, vegeu la part
d’aquesta historia dedicada a Eudox.164

La definicié Dv 8,'%° tal com esta formulada, no és una de-
finici6 sindé una condicid. Seguint la metodologia de les defini-
cions precedents i segiients, la Dv 8 hauria d’introduir el nom
de «proporcié continua» per a proporcions amb tres elements.

Les definicions Dv 9 i 10 fan referencia a les proporcions con-
tinues i introdueixen, subrepticiament, el concepte de «rad com-
posta». De fet, diuen que, per an = 314, la raé que hi ha entre
les magnituds primera i darrera d’una cadena de n proporci-
ons continues és la (n — 1)-tupla de la raé que hi ha entre les
magnituds primera i segona. %6

La definici6 Dv 11 diu que, en tota proporcid, els antece-
dents i els consegiients sén homolegs (6udroyoc) entre si.'¢7

Les definicions Dv 12, 13, 14, 15, 16, 17 i 18 també son
nominalistes, és a dir, donen nom a certes operacions amb els
antecedents i consegiients de les raons o proporcions. Les reco-
llim esquematicament a la taula 1.8.

Les proposicions.'®® Les vint-i-cinc proposicions sén totes d’in-

dole algebraica i les exposarem de forma molt sintetica, en llen-

164. [PLA (20164d), p. 103109, i [PLA (2010), p. 76-78 i 87-90.

165. «Una proporci6 necessita, almenys, tres magnituds.»

166. La limitacié a n = 3 i 4 és totalment natural en ’ambit de la
geometria, ja que és dificil acceptar una n-pla que superi el 3. Formalment,

si 2A,...,2,, amb n > 3, s6n n magnituds que satisfan la proporcié
mua 2 — ... — Zna A1 _ (&)“*1
continua gl = == , aleshores a- = (o .

167. Recordem que, inicialment, una proporcié és la igualtat de dues
raons, i en una rad les magnituds sén de la mateixa classe, perod, quan
s’igualen dues raons, les dues magnituds de la segona raé poden ser d’una
classe diferent a les de la primera. Ara bé, es poden alternar.

168. Vegeu A.2.1b (pagines E70-B800).
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guatge lingiiisticoalgebraic, a la taula 1.9, en la qual cal tenir

present que I'expressié m 2L, on m indica un nombre natural i 2
una magnitud arbitraria, abreuja la juxtaposicié de la magnitud
2 amb si mateixa, m vegades: m%2 = A )-Ql, que indicarem,

)

per a fer-ho més comprensible, aixi: m 2 := A + Mo

TAULA 1.8 Taula esquematica de les definicions DV 12-18

s - Nom grec s s Trans-
Definicié Operacié i lati Original format
EVOANEE .
Dv12 %g%ﬁ%;ro alternando % = % % = %
permutando
. SVETaALY 2A ¢ B3 _ 2D
Dv13 Invertir invertendo =5 T=F
Dv 14 Compondre GLVUEVTL %A 2A+B
una rad componendo B B
duadpeotic 2 A—B
Dv 15 Separar separando b =
: A Topveleloy)| 2 2
Dv 16 Convertir convertendo =5 5
o loov A = 2A m
ipli Agpr — My 26
Dv17 Multiplicar e @quali i :+11’ Lk ill) A = o
, 2 _ N
171 TETAPAYUEVY ® TR A _ M
Dv 18 Pertorbar distantia % % T = 3

Per a acabar, volem indicar tres qiiestions de caire gnoseo-
logic i epistemologic: 1) L’existeéncia de la magnitud —sense una
definicié clara— s’ha d’imposar hipotéticament. Es clar que nin-
gl no dubta que les linies, les superficies i els solids sé6n magni-
tuds pero, com veurem a I'item 2, no podem admetre-ho com-
pletament. 2) Els nombres naturals sén magnituds les raons de
les quals menen als nombres fraccionaris o parts; pero Euclides,
al llibre viI, refa moltes de les definicions i propietats del 1li-
bre v, cosa que fa pensar que la part aritmetica és independent
de la resta. D’alguna manera n’és una part externa, una mena

169. Vegeu HEATH (1921)), volum I, p. 368-391.

170. Acceptem, d’una manera natural, que una magnitud repetida pro-
porciona una nova magnitud que, d’alguna manera, és el doble de la inici-
al: dues vegades la inicial. Es a dir, acceptem ’«addicié» d’una magnitud
amb si mateixa i de magnituds d’una mateixa classe.

171. La validesa de Dv 17 i 18 s’estableix a Ev 22 i 23.
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d’apendix de la resta del llibre. Pero, al llibre X, integra els nom-
bres en les raons de les magnituds commensurables. 3) Les fi-
gures sén absolutament «ideals». S’hi usen segments rectilinis
per a designar magnituds, en principi arbitraries, o, en qualse-
vol cas, linies, superficies i solids. Atesa ’ambigiiitat del terme
«magnitudy, del qual solament Aristotil déna una descripcid,! ™
és impossible fer-ne una figura que sigui, ni tan sols, la pretesa
ombra platonica corresponent.

TAULA 1.9 Taula de les proposicions EV 1-25

Proposicio Enunciat lingiiisticoalgebraic

Ev1 mAy+ -+ mA =m (A + -+ Ag).

Ev5 mA—mB =m (A —B).

Ev2 mpA+ - +mpA=(mg+---+my)2A

Ev6 mA—nA=(m—n)A

Ev3 m(nA) = (m xn)A.

Ev4 Si % = %7 aleshores % = %

gzg Si A = B, aleshores % = % i % = %, i reciprocament.

EvS8 Si A > B alesh 2A B . ¢ ¢ . . ¢

Ev 10 1°4 > b, aleshores & > <& 1 of > g5, 1 reclprocament.

Evil [Transitivitat =] % = $1 5 = % impliquen % = %

Ev12 Si%—ll:-u:%—’;,agl‘eshores%—ll:%li%m. .

Ev13 [Transitivitat =, >] 5 :<% s> % imi)liquen 5 > %

Evi14 Si % = %, aleshores 2A = ¢ implica B = D.

Ev15 [Equimultiplicitat] % = %.

Ev16 [Alternando] Si % = 3, aleshores 5 = 3.

Ev17 [Separando] Si % = 5, aleshores 252 = €52,

Ev18 [Componem%o] Si & = 5, aleshores 2£2 = ££2.

Ev19 i % = %:%, aleshores % = %.

Ev 20 Si % = % i % = %, aleshores 2 é ¢ implica 9 § pta

Ev21 Si % = % i % = %, aleshores 2A § ¢ implica
<

Ev 22 Sl%:% i%:%,aleshores %:%

Ev 23 Si%:% i%:%,aleshores %:%

172. Vegeu la nota (pagina ER).
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TAULA 1.9 Taula de les proposicions EV 1-25

(continuaci6)
Proposicié Enunciat lingiisticoalgebraic
Ev24 Si %:% i%:%,aleshores%:%.
Ev 25 Si % = % i 2 és la més gran de les quatre magnituds

A, B, 1D, aleshores A+ > B + €.

Quan aquestes eines s’apliquen als objectes de la geometria
plana, proporcionen els resultats de caracter «afi» —semblanca
de figures rectilinies—, d’una gran importancia. I forneixen el
cos d’un dels llibres més notables dels Elements, el VI.

TAuLA 1.10 Dependeéncies dels «elementsy del llibre v

Ev D P Nc'¥® E
1 v2 — 2 —
2 N N N -
3 — — — V2
4 VvH — — v3
5 — — 3 v1
6 — — 1,3 V2
7 Vb — 2 —
8 v4,7  — 1 {13’
v
9 — — — v8
10 — — — vT7,8
11 v —_ — —
12 vbH — 2 \al
13 v5,7 — — —
14 — — — v7,8,9,10,11,13
15 — — V7,12
16 V5 — — v11,14,15
17 v5 — 2,4 v1,2
18 — — v11,14,17
19 — — — v11,16,17
20 v17 — — Vv 7 porisma, 8,9,10,11,13
21 v17 — — V7,7 porisma, 8,9,10,11,13
22 V5,17 — — v 4,20
23 V5 - — v11,15,16,21
24 — — — V 7 porisma, 18, 22

25 — — 24  v19
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LLIBRE VI. Aplicacions de la teoria de la proporcio
a la geometria plana

Inicialment, aquest llibre és pitagoric i es va desenvolupar en el
si de les escoles sofistica i platonica atenenques. Pero, finalment,
acaba sent platdnic per la infludncia i preséncia d’Eudox. L’ob-
jectiu de la tematica que tracta és l’aplicacié de la teoria de
la proporci6 a la geometria plana. Hi trobem, per exemple, la
tecnica de ’aplicacié d’arees desenvolupada completament.

Les definicions.'™ El llibre V1 conté quatre definicions, la pri-
mera de les quals és la de les «figures semblants» —angles iguals
i costats proporcionals. També introdueix les «figures inversa-
ment proporcionals», en que els costats que s’oposen a angles
iguals sén inversament proporcionals. Parla de la mitjana i ex-
trema rad, ja que el segment és a la part gran com la part gran
és a la petita, cosa que, curiosament, Euclides ja havia construit
a Em11. I, finalment, introdueix l'altura (Ooc) d’una figura, el
segment perpendicular que va del vértex a la base.!7

175 Les proposicions primera i darrera —Ev1 1

176

Les proposicions.
i 33— sén analogues, com també ho sén les demostracions,
pero es refereixen a objectes diferents: triangles i parallelograms
de la mateixa altura, en el primer cas; i angles centrals i inscrits
en cercles de radis iguals, en el segon. En el primer cas, les arees
sén com les bases; en el segon, els angles som com els arcs —o
les cordes.

A continuacié es troben dos teoremes realment notables:

173. Vegeu A.2.2a (pagines BII-BO2).

174. Aquesta definicié és relativa a cada costat o base, és a dir, val per a
tots els vertexs i tots els costats oposats. En concret, ’altura proporciona
la separacié que hi ha entre la base i el segment parallel a la base. Vegeu
Dvi4 i la nota B33 (pagina B3).

175. Vegeu A.2.2b (pagines BO2-B57).

176. Vegeu com aplica Euclides la teoria de la proporcié a la geometria
a [PLA (2010), p. 314-319.
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Evi2. Teorema de Tales. Quan tallem dos costats d’un triangle
amb un segment parallel a I'altre costat, queden dividits pro-
porcionalment i reciprocament.

Evi3. La bisectriu d’un angle d’un triangle divideix el costat
oposat en dos segments proporcionals als costats adjacents.

Exercici 39. Demostreu Evi3 acceptant la validesa del teorema de
Tales. <

Les proposicions Evi4, 5, 6 i 7 estableixen els quatre criteris
de semblanca de triangles (AAA, CcCC, CAC i AcC).1T7

Exercici 40. Accepteu la validesa del teorema de Tales per a provar
els criteris de semblanca de triangles. <

La proposici6 EvVI8 proporciona el «teorema de altura»
dels triangles rectangles. L’altura sobre la hipotenusa d’un tri-
angle rectangle el divideix en dos triangles semblants entre si i
semblants al triangle inicial.

Exercici 41. Proveu Evi8. I, com a porisma, deduiu-ne el teorema
de Pitagores. [Indicacid. Euclides omet aquest porisma. | <

Els problemes Evi9 i 10 estableixen que cal fer per a dividir
un segment en k parts iguals i en k parts proporcionals a k
segments donats.

Exercici 42. Proveu Evi9 i 10. |

Les proposicions Evi1l i 12 resolen els problemes que con-

sisteixen a determinar la «tercera»!’® i la «quarta» proporcio-
nals.
Exercici 43. Proveu Evi11 i 12. ]

La proposicié Evi 13 exposa la manera de determinar la «mit-
jana» proporcional entre dos segments.'™

177. Angles iguals; costats proporcionals; angle igual i costats que el
formen proporcionals; i angle igual i costats que no el formen proporcio-
nals.

178. Els termes mitjans s6n iguals.

179. El teorema Evi13 permet quadrar un rectangle, cosa que Eucli-
des ja havia establert a EI114. De fet, si els considerem des del punt de
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Exercici 44. Proveu Evi13. <

Evi14 i 15. Si parallelograms i triangles equivalents sén sem-
blants, els costats que formen els angles iguals sén inversament
proporcionals, i reciprocament.

Exercici 45. Proveu Evi14 i 15. |

Les proposicions Evi16 i 17 estableixen: si AB,CD,EF i
G H son quatre segments proporcionals, el rectangle que formen
els termes extrems és igual [en area, és a dir, equivalent] al que
formen els termes mitjans,'® tant si sén diferents com si sén
iguals. En aquest segon cas, el rectangle és un quadrat, i reci-
procament.

Exercici 46. Sabrieu demostrar-ho? <

El problema Evi18 resol la qiiestié: donat un segment, és
possible construir-hi un poligon semblant a un de donat.

Exercici 47. Feu-ho. P |

El teorema de Tales per a superficies s’exposa a EvI19,
20 i 23. Les arees de figures semblants —i de parallelograms
equiangles— sén com la raé doble dels costats homolegs.'®!

Evi21. La semblanca de figures és una propietat transitiva.

Evi24. Els parallelograms travessats per una diagonal del paral-
lelogram sén semblants entre si i amb el total.

Evi25. Es possible construir una figura semblant a una figura
donada i que tingui una area donada.

Les proposicions segiients —Ev127, 28, 29, 30 i 31— fan re-
ferencia a I'«aplicacié d’arees» i a la «resolucié geometrica de
les equacions de segon grau». En concret, Evi27 diu:

vista algebric, aquests teoremes porten a ’extraccié de ’arrel quadrada,
a diferéncia dels dos anteriors, Evi1l i 12, que porten al producte i al
quocient. Vegeu [DESCARTES (1637), edicié catalana, p. 14-15.
180. Ras i curt, é—g = g—fl si, i només si, AB x GH = CD x EF.
181. Com a porisma d’EvI19 resulta que, en el cas de tres segments
proporcionals, la raé del primer i el tercer és la raé de les arees de figures

poligonals semblants construides damunt el primer i el tercer.
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Dels parallelograms aplicats a un segment AB, deficients
de parallelograms semblants al construit damunt la meitat del
segment i collocats de forma analoga, el més gran és el que
s’aplica a la meitat del segment i és semblant al seu defecte.

Quan s’arriba a aquest punt, cal precisar el significat del
terme «deficient». Entendrem que els parallelograms — AD i
~— AF s6n deficients d’un parallelogram — AO i — AF, res-
pectivament, quan estan construits damunt una part de la base
amb els mateixos angles i amb les bases als mateixos segments
parallels. Cadascun dels parallelograms — FO i — K FE, que
complementa el deficient, és el defecte. De forma semblant,
es defineixen el parallelogram excedent i 1’excedéncia corres-
ponent.182 G

D 0
Donats el segment AB / / N
/ / )
B

i el parallelogram —~ AD S,
collocat damunt el seg- 4 C %

ment AC, considerem un FIGURA 1.4 Aplicaci6 deficient.
parallelogram per defecte — AF construit damunt el seg-
ment AK —una part de AB—, de manera que el defecte
de —AF, que és el —F'B, sigui un parallelogram sem-
blant a — AD. Aleshores, afirmem que, d’entre tots els paral-
lelograms — AF, el parallelogram — AD és el que té l'area
més gran.

A Thora de resoldre les equacions de segon grau que s’ob-
tenen per aplicacié d’area per defecte, aquest resultat propor-
ciona un diorisma.

Exercici 48. Establiu la validesa de ’afirmacié anterior. |

El significat algebric d’aquesta proposici6 és important. Su-
posem, per a simplificar, que els parallelograms sén rectangles,
i donem nom als segments: AC :=b, DC :=ci FK := z. Clara-
ment, KB := gx. Si AB := a = 2b, aleshores AK :=a — %x
i 'area del (] AF és A := (a — 2 2) z, maxima quan (el rectan-

182. Vegeu [VERA (1970), volum I, p. 623, nota 15.
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gle) [JAF és el (rectangle) [JAD. Es a dir, necessariament,
A< %bc. En definitiva, 'equacié de segon grau té sempre una
solucié amb el benentes que el «discriminanty és a2 —4 A > 0.
Exercici 49. Deduiu que, d’entre tots els rectangles de perimetre
donat, el quadrat és el que té ’area maxima. <

Amb les proposicions Evi 26 i 27 Euclides disposa de les ei-
nes per a establir Evi28 i 29, que li permeten resoldre geome-
tricament —amb regle i compas— les equacions de la forma

b
arF-22=A.
c
La primera equacié esta sotmesa al diorisma anterior, és a
dir, té restriccions.

Finalment, la proposicié Evi31 estableix el teorema de Pi-
tagores generalitzat: I'area de la figura [poligonal] construida
damunt la hipotenusa és igual a la suma de les arees de les fi-
gures construides damunt els catets, amb el benentes que siguin
figures semblants. Procle I’atribueix a Euclides, pero Heath dis-
crepa d’aquesta opinid, ja que Hipocrates de Quios I’havia apli-
cat a semicercles per a demostrar que certes ltnules sén qua-
drables.!83

El llibre es tanca amb Evi33, que estableix, com ja hem in-
dicat abans, la semblanca dels angles centrals i inscrits amb els
arcs de cercles del mateix radi.

TAuLA 1.11 Dependéncies dels «elementsy del llibre vi

Evi D P Ncli® E
12,3,38,41,

Lovs 2 - v 11,15,
131,38, 39,

2 — 1 — {v7,9,11,
vil
15,6,9,29,31,

3 — 1,2,5 1 {v7,9,11,
VI 2

183.[PLA (20164d), p. 244-249. Vegeu el problema B3 (pagina B1).
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TAULA 1.11 Dependéncies dels «elementsy del llibre vi

(continuacid)
Evi D P Nc''® E
117,28, 34,
4 — 2,5 — v7,11,16,22,
VI2

8 vil 4 —

2 — 1 1
13 110 1,3 —
14 — 25 —
5 — 1 1

16 ml — 1

{

{

{

|

A
Bo— 121 {w’,il,’

{

{

{

{

{

{
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TAULA 1.11 Dependéncies dels «elements» del llibre vi
(continuacid)

Evi

D

P

NCIIS

E

18

19

20

21
22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

vil

v9

vil

vil

vil

vil

vil

V5

2

1
1,2
2,3
1,2,3
3

1,2

{
{

{
{

l

|
|
|
|
|
|
|

123,32,

v 11,16,

vi4d

v7,11,16,

vil, 11,15

132,

v11,12,16,22,
vil,4,6,19

v1l

v7,911,
vi1l,12,18,19 i 20 porismes, 21
113,14, 31,

v 11,22,

vil, 12

129,32,

v 11,16, 18,22,
vi2,4,21

114,44, 45,

v 11,16,
vil,13,18,19 i 20 porismes
130, 31,

v9,11,

vi24

110, 36,43,

VI 26

11,2,3,10,31, 36,43,
vi18,21,24,25,26,27
11,3,10, 31, 36,43,
vI118,21,24,25,26
146,

V7,11,

vi14,29

112,

v 24,

VI8, 19, 20 porisma
114,29, 32,

VI6

111 20, 27,

v 15

59
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1.4 Problemes

Problema 1. Es necessari 1'is de P2’ a la demostracié d’E11?
A la demostracié d’E14, s’usa implicitament P 1'? [Indicacid. Ve-
geu E14 (pagina @1).]
Problema 2. Donats un segment i un punt (del segment, o exterior
al segment), el segment perpendicular al segment donat pel punt
donat és nic?
Problema 3. Amb el postulat P 5, és possible demostrar que si un
segment en talla un altre, una prolongacié talla necessariament qual-
sevol segment parallel a aquest segment o a la seva prolongacié.
Aquest enunciat és equivalent al de P 57
Problema 4. Amb el postulat P 5, és possible demostrar que si un
segment passa per un vertex d’un angle d’un triangle, talla necessa-

riament el costat oposat. [Indicacid. Useu E117.]'84

Problema 5. Consulteu la definicié D122 (pagina Bl) i observeu que
inclou totes les classes de quadrilaters possibles i que sén excloents.
Analitzeu la diferéncia amb la definicié D1 21.

Problema 6. Si acceptem com a definicié de triangle isosceles D120/
en lloc de D120, podem demostrar la proposicié E16’, analoga a E16’?
Vegeu la nota BOA (pagina AQ).
Problema 7. Proveu que el punt y
D de la figura E17 (pagina 88) no /
es troba:
a) en el costat CB,
b) a l'interior del triangle A ABC.
El cas a és senzill.
Vegem el cas b.
b1) Suposem que el punt D i,
de retruc, els segments AD B
i DB son dins el triangle A&

A ABC. Ficura 1.5 El punt D d’E17 no pot
[hipotesi de ’absurd]  ser interior al triangle A ABC.

184. Compareu aquest resultat amb ’observacié de la nota IR (pagi-
na 23).
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ba) Sabem que els costats AB i BC (del triangle A ABC) s6n
iguals als costats AD i BD (del triangle A ABD), respectiva-

ment.
[hipotesi]
b3) Unim CD i prolonguem (els costats) AC' i AD finsa F i F,
respectivament. [P11i2]
by) Atés que el triangle A CAD és isosceles, els angles externs
ECD i FDC sé6n iguals. [E15]
bs) Pero langle ECD és més gran que l'angle BCD perque el
conté.

be) En resulta que 'angle FDC és més gran que 'angle BCD
[principi de substitucid]
i, de retruc, 'angle BDC és més gran que 'angle gé’\D, ates
que (Pangle) BDC conté (Pangle) FDC (que és més gran que

langle B/CB) [lei de transitivitat de la desigualtat]
b7) Perd (els costats) DB i CB sén iguals; [hipotesi]
per tant, els angles a la base del triangle A CBD s6n iguals,
és a dir, (angle) BDC és igual (a 'angle) BCD. [E15]
bs) En definitiva, 'angle BDC és més gran que l'angle BCD i
alhora sén iguals. Impossible. '

Problema 8. Sabrieu demostrar que per un punt donat exterior a
un segment donat, només podem tirar-hi un segment parallel? [Indi-
cacid. Feu-ho per I'absurd, useu E117, i observeu que contradiu P 5.
Per tant, necessitem P 5.]

Problema 9. Afirmem que per un punt exterior a un segment hi po-
dem tirar un parallel i només un equival a P 5.

Problema 10. Imposar que la suma dels tres angles d’un triangle val
dos angles rectes implica el postulat dels parallels, és a dir, que sén la
mateixa cosa. [Indicacid. Vegeu BURTON (1989), capitol 11, p. 538.]

Problema 11. a) Si dues parelles de segments es tallen de manera
que els costats oposats del quadrilater son iguals, cada parella de
segments és una parella de segments parallels. [Indicacié. No cal P 5.]
b) Si dues parelles de segments es tallen de manera que els angles
oposats del quadrilater sén iguals, cada parella de segments és una pa-
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rella de segments parallels. [Indicacid. Cal P5? Fixem-nos que el
comportament dels costats i dels angles no és analeg. Aixo justifica
la taxonomia de la definicié D122.]

Problema 12. Un romboide, D122, és un parallelogram? Per a pro-
var-ho, cal P57

Problema 13. Sabrieu donar un contraexemple que invalidi E114,
si falla la condicié «a costats diferents», com, segons Procle, féu Por-
firi? [Indicacid. Vegeu HEATH (1925), volum I, p. 277.]

Problema 14. Quant val la suma dels angles interns d’un poligon
convex? I quant, la dels angles externs en una mateixa direccié? Que
varia si el poligon és concau?

Problema 15. Vegeu el problema que es suggereix a la nota E70
(pagina [38). Proveu que hi ha proposicions analogues per a paral-
lelograms.

Problema 16. Sigui A ABC un triangle rectangle amb I’angle recte
al vertex A. Feu els quadrats D ABFG, D ACKH i 0 BCED damunt
els catets i damunt la hipo- bzl

tenusa, respectivament. Ti-

reu laltura Al del vertex A

a la base BC' i prolongueu- K
la fins que talli el costat G

DFE del quadrat O BCED A

al punt L.

El quadrat O BCED que-
da dividit en dos rectangles B i c
[1BILDi[]CILE.

Volem establir que el pri-

mer rectangle equival al

quadrat O ABFG i el segon

al quadrat 0 ACKH.
Tireu els segments F'C' i

D L E

AD i proveu que: FIGURA 1.6 El teorema de Pitdgores amb
a) Els triangles A BCF i tangram.

A ABD s6n iguals.
b) Valen la meitat del quadrat O ABFG.
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¢) I també valen la meitat del rectangle [ BILD.

Ara tireu els segments AE i BK irefeu els tres passos anteriors amb
els triangles obtinguts amb el vertex al punt C, A BCK i A ECA,
amb el quadrat 0 ACK H i amb el rectangle [ ] ICEL.

Problema 17. Si dos segments que ixen d’un punt incideixen en un
segment, el més llarg esta més allunyat del peu de la perpendicular
del punt al segment que el més curt. [Indicacid. Useu E147.]

Problema 18. Proveu que si dos triangles rectangles tenen hipote-
nuses iguals i un dels catets d’'un és més curt que un catet de laltre,
Paltre catet del primer (triangle rectangle) és més llarg que l'altre
catet del segon.

Deduiu-ne que langle BEH (de la figura Emrl5 (pagina 20O7))
—que és igual a 'angle MEL— és més gran que l'angle FEK.
Problema 19. Comproveu la validesa de cada una de les relacions
del llibre 11. Vegeu la nota BI8 (pagina [5d).

En cada un dels casos possibles, doneu a i 5 en funcié de a, b.

Problema 20. Useu Ei11, 2 i 3 per a provar que la diferéncia de dos
quadrats equival al rectangle que té com a costats la suma i la diferén-
cia dels costats dels quadrats. (HEATH (1927), volum 1, p. 378-379.)

Problema 21. Proveu E114 usant E112 i 3, com féu Clavius. [Indi-
cacid. Vegeu HEATH (1925), volum 1, p. 381.]

Problema 22. Quina expressio algebrica correspon a Ei157 Equival
a ’expressi6 de la diferencia de quadrats? Cal recérrer a la propietat
del gnomon?

Problema 23. Sabrieu usar Ei15 per a determinar un punt D d’un
segment AB donat, de manera que el rectangle de costats AD i DB
sigui equivalent a la superficie d'un quadrat de costat PQ donat. Cal
alguna mena de diorisma?

Si atribuiu els valors a,ziba AB, DB i PQ, respectivament, quina
equaci6 de segon grau heu resolt?

Problema 24. Quina expressié algebrica correspon a E1167 Equival
a I'expressio de la diferéncia de quadrats? Cal recérrer a la propietat
del gnomon? Hi ha limitacions en aquest cas? [Indicacid. Vegeu com
ho usa Hipocrates de Quios segons [HEATH (1925), volum 1, p. 386—
387.]
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Problema 25. Fixeu-vos que EI1 7 proporciona geometricament 1’ex-
pressié algebrica (a — b)? = a? + b> — 2ab.
Problema 26. Demostreu les dues afirmacions de la nota d’EIr8
(nota BB, pagina MG7).
Problema 27. Feu una demostracié tangram analoga a la d’E118 per
a E1r9.1%

Que passa amb E1110?7
Problema 28. Refeu la demostracié d’E116 per tal d’obtenir la de-
mostracid, com a cas particular, d’E1r11.
Problema 29. Quines sén les proposicions reciproques d’Eir12
i E1113. Sén possibles totes dues? Sén igualment facils d’establir?
Problema 30. Doneu les demostracions de les proposicions Ei112
i E1113 que s’inspiren en la demostraci6 de la proposicié E147. [Indi-
cacid. Sén una mica delicades.]
Problema 31. Fixeu-vos que si completem la figura de la proposicié
Ei114 amb el quadrat de EH, obtenim la figura d’E143 i només cal
recorrer a la propietat del gnomon.
Problema 32. Fixeu-vos que EI114 permet determinar un lloc geo-
metric —el de la parabola. Fixeu ED i feu que EB sigui mobil, és
a dir, que prengui valors diversos. Aleshores el valor de EH també
varia. Si porteu aquest valor damunt el punt B que correspon a cada
cas i els uniu, tindreu una parabola.
Problema 33. Vegem aquestes qiiestions relatives al cercle.
a) El centre d’un cercle és tinic. [Indicacio. Vegeu E111 (pagina [=8).]
b) El cercle és convex. [Indicacié. Vegeu EI12 (pagina [XJ).]
¢) Les afirmacions fetes a la demostracié d’En1 2. [Indicacid. Vegeu la
nota B30 (pagina [X9).]
Problema 34. Doneu una demostracié directa de la proposicié E111 2.
[Indicacid. Vegeu HEATH (1925), volum 11, p. 9-10. Només cal provar
que si E és un punt del segment AB, DE és més curt que un radi
(E124).]
Problema 35. A la demostramo de la proposicié E1117 (pagma 93)
s’afirma que «l’angle BEF és més gran que ’angle CEF».

185. Vegeu HEATH (1925), volum 1, p. 394, i la nota 672 (pagina I70).
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Vegem-ne una demostracio:

a1) Completeu la figura Em17 amb el punt M en que es tallen els
segments FB i EC. [Indicacié. Useu el problema B (pagina B60).]

az) Tireu la perpendicular N del punt E al segment FB i proveu
que EM és més curt que EB. [Indicacid. Useu el problema [0 (pagina
a3) Useu el triangle A FEB i el segment interior EM per a establir
que 'angle BEF és més gran que l'angle CEF. [Indicacid. L’angle
BET és la suma dels angles MEF i ]\7E\B}

Problema 36. Sabrieu constatar que la demostracié d’E1i1 34 és va-
lida amb independéncia de la naturalesa de 'angle (pagina 231)?

Problema 37. Sabrieu dir si la construccié de la quarta proporcional
de tres segments donats equival al teorema de Tales?

Problema 38. Sabrieu demostrar les proposicions Eni35, 36 i 37,
usant la teoria de la proporci6? Feu-ho.

Problema 39. Tres tangents [diferents] a una circumferéncia es ta-
llen sempre dues a dues? [Indicacié. Vegeu E1v 3 (pagina PZ3).]

Problema 40. Proveu que les tres bisectrius d’un triangle es tallen
en un punt: '«incentrey. [Indicacid. Vegeu E1v 4 (pagina 244).]

Problema 41. Proveu que:
a) Les tres altures d’un triangle es tallen en un punt: I’«ortocentre».
b) Les tres «mitjanes» d’un triangle —els segments que uneixen els
vertexs amb els punts mitjans dels costats oposats— es tallen en un
punt: el «baricentre» o «centre de gravetaty.
¢) Les tres «mediatrius» d’un triangle —els segments perpendiculars
als costats del triangle pel punt mitja— es tallen en un punt: el «cir-
cumcentrey. [Indicacid. Entenem que aquests segments es tallen con-
venientment prolongats.|

Quina és la condicié necessaria i suficient perque aquests tres punts

coincideixin? Coincideixen també amb lincentre?!86

Problema 42. En quines condicions és possible que a) un triangle,
b) un quadrilater [Indicacié. Vegeu Eni31.] i ¢) un poligon, en gene-

186. A T'obra d’Euclides, hi trobem implicitament I'incentre i el cir-
cumcentre.
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ral, siguin inscriptibles en un cercle?

Si un poligon és inscriptible en un cercle, podem garantir que S
=pr,on S, pir designen I'area, el semiperimetre i el radi, respectiva-
ment? [Indicacid. Vegeu E1v 4 (pagina 244).]

Problema 43. Doneu la longitud del costat de cadascun dels poli-
gons regulars, construibles amb regle i compas —triangle equilater,
quadrat, pentagon, hexagon, octogon, decagon, dodecagon i penta-
decagon—, en funcié a) del radi R del cercle circumscrit i b) del radi
r del cercle inscrit. [Indicacid. Useu ¢) 'algebra i ) la trigonometria.|

Problema 44. Per a cadascun dels poligons regulars del problema
anterior, doneu una férmula que en proporcioni ’area, en funcié dels
radis 7 i R.

Problema 45. Refeu, pas a pas, amb llenguatge algebric o simbolic,
Penunciat i la demostracié de les proposicions a) Ev4, b) Ev6 i
c) Ev8.

Problema 46. Si 2,B,¢ i © sén magnituds proporcionals i 2 és
la més llarga i ® la més curta, aleshores 2+ > B + €. Podem
deduir-ne que necessariament 20 > B > € > D? [Indicacid. Vegeu
Ev 25 (pagina 299).]

Problema 47. Establiu els porismes de les proposicions segiients:
a) Ev2. Si un nombre de magnituds 2, ..., sén miltiples de €
iBq,...,B els mateixos miltiples de ®, respectivament, aleshores
les sumes dels primers i els segons, Gy i S, sén el mateix multiple
de € i D, respectivament.

b) Ev4. Si % %, on 2, B, € i D s6n quatre magnituds arbitrari-
_3B A _nB

€s. Aleshores, me — D 1 T = 27@ )

¢) Ev 7. Si dues raons sén iguals, també ho sén les raons invertides. Es

a dir, si % = %, aleshores % = %

d) Ev13. Si % >5i5= %, aleshores % > %

e) Ev 19. Siguin quatre magnituds 201,21 B1,B, on A; i B4 sén parts

de 2 i B, respectivament, i % = %11, aleshores %:%11 = % = %—11.

f) Ev24. Considerem sis magnituds 20q, s, 23, A4, A5 1 Ag. Supo-

Ay Az s As _ Ag 2, —As _ Az —Ae -
sem que gt = 52 152 = y°. Aleshores, M, = oA amb el ben

2

entés que A5 i Ag soén parts de Ay i Az, respectivament.
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Problema 48. El teorema de la bisectriu val tant per a angles aguts
com rectes i obtusos? [Indicacid. Vegeu Evi3 (pagina BOF).]
Problema 49. Proveu l'afirmacié de la nota (pagina BOB).
Problema 50. Vegeu la nota corresponent a Evi14 i demostreu la
validesa de D'afirmacié: «Les prolongacions dels costats EC' i F A de
parallelograms equiangles oposats pel vertex B (figura Evi 14, pagina
BTY) es tallen.»
Problema 51. Es curiés que Euclides no demostri Evi15 com un
porisma immediat d’Evi 14, usant E141. Feu aquesta demostracié.
Problema 52
a) Es possible triangular una figura poligonal rectilinia concava?
b) Proveu Ev1 18 (pagina B24) quan la figura poligonal és concava.
¢) Constateu que la demostracié de la proposicié Evi 19 (pagina B23)
és valida quan el punt G no cau dins el segment BC'.
d) Proveu Evi20 (pagina B27) quan la figura poligonal és concava.
e) Simplifiqueu la demostracié d’Evi20 usant els segments BE, BD
(figura Evi20, pagina B28) per a connectar els triangles A BAE,
ADBE i ADBE, A BCD, i els segments GL, GK per a connectar
els triangles AGFL, ANKGL i NKGL,AKHG.
/) Demostreu:
f1) Dos quadrats sén equivalents si, i només si, els costats sén
iguals.
f2) Dos rectangles semblants sén equivalents si, i només si, els
costats sén iguals. [Indicacid. Vegeu Dvi1.]
f3) Si tenim dos parallelograms —o dos triangles— situats entre
dos segments parallels, és més gran el que té la base més gran.
fa4) Si tenim dos parallelograms semblants,
i) sén iguals si, i només si, tenen els costats iguals;
1) és més gran el que té ambdds costats més grans, i reci-
procament.

Problema 53. Compareu les demostracions d’Evi30 (A.2.2b, pagi-
na B20) i la d’Hipocrates de Quios de la linula de mitja circumfe-
réncia.’8” Es possible usar la mateixa demostracié en ambdés casos?

187. Vegeu [PLA (20164), p. 246 i 491.
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Problema 54. Considereu les figures adjuntes. Totes quatre satisfan
les condicions de 'enunciat d’Evi 32, pero cap en compleix la conclu-
sio.

Quins passos de la demostracié d’Evi32 (pagina BZY) fallen en
aquests quatre casos?

A A
D
E
B a) E ¢ B b) “
A E D A E
D D
B ¢) C B d) C

FicUura 1.7 Quatre figures que contradiuen Evi32.

Sabrieu modificar I’enunciat de ’esmentada proposicié de mane-
ra que aquests quatre casos en quedessin exclosos? Feu-ho. [Indica-
cié. Vegeu la nota B52 (pagina B49).]

1.5 Algorismes

Programa 1. Feu un programa que, entrant-hi els valors reals de a, b
i c, resolgui, al cos R dels nombres reals, 'equacié az? +bx + ¢ = 0,
quan sigui possible; i digui «irresoluble», quan no ho sigui.

Programa 2. Feu un programa que, entrant-hi els valors reals de a i
S, on a és la longitud del segment i S ’area d’un rectangle donat, faci
Iaplicacié d’arees d’un rectangle d’area S al segment de longitud a,
a) en parabola, justa o exacta,'®® b) en hipérbola i ¢) en ellipse,
de manera que el que excedeixi i el que manqui sigui semblant al
rectangle donat.

188. Vegeu el darrer paragraf de la pagina [53.
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Programa 3. Feu un programa que doni el valor de la mitjana i
extrema rad d’un segment de longitud 1.

Programa 4. Useu GeoGebra, o qualsevol altre programa analeg,
per a:

a) Dividir un segment en mitjana i extrema rad.

b) Dibuixar el rectangle auri corresponent.

Programa 5. Feu un programa que aproximi /5 amb deu xifres
decimals i proporcioni la longitud de la mitjana i extrema raé d’un
segment de longitud 1.

Programa 6. Useu GeoGebra, o qualsevol altre programa analeg,
per a dibuixar els poligons regulars de 3,4,5 i 15 costats i els que
s’obtenen doblant el nombre de costats dels ja dibuixats pero amb
menys de cent costats.

Programa 7. Feu un programa que, per an = 3,4,5,6,8,10,121 15,
proporcioni la longitud del costat del poligon regular de n costats, en
funcié a) del radi R del cercle circumscrit i b) del radi r del cercle
inscrit. [Indicacid. Useu 7) lalgebra i ii) la trigonometria.]

Programa 8. Feu un programa que, per a n = 3,4,5,6,8,10,12
i 15, proporcioni el valor A,, de ’area del poligon regular de n costats,
en funci6 a) del radi R del cercle circumscrit i b) del radi r del cercle
inscrit.
Programa 9. Feu un programa que, donades tres longituds a,b i ¢,
digui si sén aptes com a longituds dels costats d’un triangle.
En cas afirmatiu, feu programes que determinin:
a) Si el triangle és rectangle, obtusangle o acutangle. [Indicacio. Uti-
litzeu la conjuncié d’E147, i Ei12 i 13,
b) La longitud de la projecci6 del costat més curt damunt el més llarg.

Programa 10. Feu un programa que, usant el teorema de Tales, de-
termini:

a) L’altura d’una piramide.

b) La distancia a la costa a la qual es troba un vaixell.






Apendix A

Text dels FElements
(Xroyeia) d’Euclides.
Llibres 1, 11, 111, 1V, Vi VI

M elvou Pacthxdv dtpandv énl yeopetpioy. '8

EucLiDES

Comentari general. Ningi dubta que un dels textos més no-
tables de 1'«esperit huma»'% sén els Elements [de la Geome-
tria] que Euclides va escriure al segle 111 aC. Aquest llibre ha
estat una obra de referéncia durant vint-i-dos segles fins que,
l'any 1969, Jean Dieudonné va exclamar «A bas Euclide!».!?

189. «No hi ha cap cami reial per a la geometria.» [PROCLE (1970),
edici6 anglesa, p. 57.

190. En paraules de JACOBI (I1881-1891), volum 1, p. 484.

191. Aquesta exclamaci6 la féu en un seminari organitzat per 1’Orga-
nisation Européenne de Coopération Economique (OECE, llavor de la fu-
tura OCDE) i és molt significativa. El matematic franceés no pretenia,
en absolut, denigrar la figura i ’obra del genial matematic alexandri, siné
qiiestionar i replantejar I’ensenyament de la matematica que en aquell mo-
ment s’impartia a les escoles elementals i als instituts europeus perque
el considerava excessivament basat en la geometria del triangle. Amb el
seu crit de guerra, pretenia rematar ’ensenyament tradicional de la ma-
tematica, en que la geometria tenia un paper, al seu entendre, massa
preeminent. Vegeu PLA (2012), p. 162.
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Els Elements d’Euclides constitueixen un dels textos clau de
la matematica. Contenen una part molt important del pen-
sament geometric grec, sistematitzat de manera estructurada
i metodica.'¥? Es mereixen, doncs, una traduccié i adapta-
ci6 al catala, anotada i comentada. La nostra voluntat explicita
és proporcionar al lector, tant si és cientific com si és humanis-
ta, un text que posi en relleu el teixit matematic de ’obra i que
permeti disposar d’una visié completa —amb els exits i les er-
rades—, técnica i acurada basada en el contingut del text.!?3 No
pretenem, com faria un filoleg de la llengua grega, recuperar al
peu de la lletra 'obra tal com fou escrita per Fuclides. Pre-
tenem, com Teb d’Alexandria, salvant les distancies, «aplanar
les dificultats que podria plantejar, als lectors als quals va adre-
cada aquesta Historia, la lectura d’aquesta obra».'% El nostre
objectiu és mostrar la lectura que en faria un matematic que ha
dedicat part de la vida docent a la historia de la matematica,
deixant una mica de banda ’escrupolositat filologica.

Com s’indica al capitol precedent, els Elements euclidians
constitueixen «una re-elaboracié, una complecié i un aplega-
ment dels resultats precedents» ' que provoca que els Elements
que ’havien precedit —d’Hipocrates de Quios, Lle6, Teudi i De-
196 esdevinguin obsolets. En definitiva, els Elements
d’Fuclides es converteixen en la font principal de la geometria
preeuclidiana.

mocrit—

I, malgrat el caracter d’obra didactica que s’ha atribuit a
aquesta obra, Euclides pretengué establir-hi, amb el maxim de
rigor possible per a I’época en que vivia i com un corpus tnic, els
fonaments de la matematica que I’havia precedit. I desenvolupa

192. Tanmateix, és un text que conté molts elements per a la reflexié
filosofica, heuristica, gnoseologica i metodologica de la matematica grega.
Vegeu PLA (2010).

193. L’hi ajudaran les consideracions del capitol 1i 'apartat dedicat a
Euclides a Grécia I11.

194. [FRAJESE 1 MACCIONI (1970), p. 27.

195. [FRAJESE 1 MACCIONI (1970), p. 12.

196. [PLA (20164d), p. 239, 253 i 374-375.
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aquest objectiu en ’ambit de la sintesi. No hi féu cap concessio
didactica ni aplicada,'®” cosa que lliga amb les dues anécdotes
que se li atribueixen (vegeu Grécia III).

D’alguna manera, Euclides res-
pecta el desenvolupament his-
toric que I’havia precedit —en
I’obra hi ha llibres pitagorics, eu-
doxians, teetians i democritians.
Ho confirma el fet que alguns re-
sultats que podria establir —i que
establi més facilment usant la teo-
ria de la proporci6 (llibre vi)— ja
els havia concretat abans amb el
metode tangram (llibres 1 i 11). I
ho corrobora la preocupacié eu- FiGURA A1 Buclides i Uarqui-
clidiana per a establir amb rigor tectura (1334-1336). Baix relleu
resultats ja coneguts respectant, de Nino Pisano (vg. pag. 353).
pero, 'origen historic de la qliestié suscitada en cada propo-
sici6. Tanmateix, els resultats no els atribui a ningi nominal-
ment.

Com ja hem indicat al primer capitol, els FElements d’Eu-
clides consten de tretze llibres —als quals, de vegades, se n’a-
fegeixen dos més.

L’obra cobreix la geometria plana (llibres 1, 11, 1111 1V); la teo-
ria de la proporcié, seguint les petges d’Eudox (llibres v i vI);
Paritmetica pitagorica (llibres viI, VIII i IX); els incommensura-
bles (llibre x);'% la geometria de I’espai (Ilibre X1); I’exhausti6
(Llibre x11), i, per fi, la construccié dels solids platonics (lli-
bre XI11).

197. No hi ha mai cap exemple, cap calcul, cap regla de mesura, ni cap
intent d’aproximar valors numerics concrets.

198. De fet, els llibres vII, VIII, IX i X constitueixen un corpus for-
¢a independent de la resta. [KAYAS (1978), per exemple, aplega tots els
altres llibres al primer volum; i aquests quatre, al segon, com si els uns i
els altres formessin dues realitats independents.
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El lector atent s’adonara de fins a quin punt I'is concatenat
dels «elements» és rigords i complex. A voltes, la introduccié
d’una cadena de proposicions que té com a objectiu aconse-
guir demostrar una proposicié més important o de més valor
geomeétric arriba a sorprendre.??

A.1 La geometria plana elemental:
llibres 1, 11, 111 i 1V

A.1.1 Llibre primer: E1

Comentaris al llibre 1. El llibre 1, que, com ja hem dit i hem
vist, fou 'objectiu dels Comentaris de Procle, consta, en un in-
tent ordenador, de dues parts que podem identificar amb faci-
litat.290

D’entrada, la primera part del llibre 1 —una sintesi del con-
cepte de matematica de Platé i Aristotil—20!
nes d’elements: els «elements especifics»;?92 les «definicions»
propies del llibre?%® —en grec, épor—,2%4 i els «elements ba-
sics» o «generalsy, els postulats —en grec aithuata.?% Els pri-
mers dos grups d’elements fan referéncia als objectes geometrics

conté tres me-

199. Vegeu les taules de dependeéncies dels «elementsy al final dels pa-
ragrafs que presenten cadascun dels tretze llibres. I també les indicacions
de FRAJESE 1 MACCIONI (1970) que esmentem a la nota 278 (pagina E9).

200. Aquest llibre és molt idoni per a fer una aproximacié als classics
perque el contingut és realment escolar, sense que aixo signifiqui que no
tingui punts una mica dificils d’entendre en una primera lectura.

201. Vegeu el segon capitol de Grécia 11 i PLA (20164d), p. 294 i 346.

202. Per al concepte d’«elementy», vegeu el tercer capitol, §2.26, de
Grécia III; o bé PLA (2012), p. 48-52.

203. Vegeu la nota introductoria a les definicions § 5T Th (paginal7h).

204. En el sentit de ‘condicions’.

205. En el sentit de ‘demandes’: el que es demana, que es sollicita en
I'ordre de la geometria.
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i a algunes de les relacions que lliguen els uns amb els altres. I,
finalment, aquesta part també conté les «nocions comunes»
—en grec, xowaol #vvola—,2% que estableixen lleis que cal res-
pectar «necessariament» pero que no s’apliquen només als ob-
jectes geometrics sin6 també als de caracter cientific (geome-

trics, aritmetics, fisics, astronomics, etc.).207

La segona part —les quaranta-vuit proposicions del llibre,
entre problemes i teoremes— admet una classificacié en tres
blocs de proposicions amb caracter unitari. El primer bloc,
a, engloba les vint-i-sis primeres proposicions, que estableixen
les propietats dels triangles i, en particular, la «igualtat». El
segon, b, esta constituit per les proposicions que van de la vint-
i-set a la trenta-dues, i que estableixen la «teoria dels parallels»
—i, de retruc, el fonament de la geometria euclidiana. Aquest
bloc s’acaba amb ’enunciat i la demostracié del teorema: «La
suma dels angles d’un triangle val dos angles rectes» (E132). I
el tercer bloc, ¢, va de la proposicié trenta-tres a la quaranta-
vuit, i fa referéncia al que cal per a la quadratura dels paral-
lelograms, en particular, el «metode tangram generalitzaty, i,
de retruc, per a I’«equivalencia» dels poligons. S’acaba amb el
teorema de Pitagores i el seu invers (E147 i 48).

El llibre 1 és, juntament amb els llibres 11, 111 i 1V, un llibre
fonamentalment pitagoric. I, com ja hem dit en diverses oca-
sions, permet veure l’evolucié del pensament de la geometria
grega des de I'época de Tales i Pitagores fins a la d’Euclides. Es
una geometria que evita tant la teoria de la proporcié com l'in-
commensurable; perd que, curiosament, no pot evitar 1’«infinit
en actey.

206. Amb el sentit de ‘nocid’ entesa com a ‘acte del pensament’, més
proper al raonament geneéric.

207. L’ordre hauria de ser aquest: en primer lloc, les nocions comu-
nes, de caracter general; després, els postulats, de caracter geometric
(aquests dos grups s’introdueixen al llibre 11 afecten la resta). Finalment,
hi haurien d’anar les definicions propies dels objectes geometrics de cada
llibre.
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La importancia i singularitat del llibre portaren Procle a es-
criure els Comentaris al llibre primer dels Elements d’Fuclides
(Ey oMo oo mpwTov BB twv Btoiyelwy tou Euxdeldn) i a mos-
trar fins a quin punt era pitagoric, és a dir, «un ensenyament
liberal» basat en els ens idealitzats i I’elaboracié d’un «sistema
d’elements». Des d’aquest punt de vista, és un tractat que so-
lament conté els resultats imprescindibles per a aconseguir-ne
d’altres, si bé el respecte a la tradicié historica fa que també
inclogui algunes proposicions que no sén elements de cap al-
tra proposicié. Frajese ofereix la discussié que s’establi entre
els qui defensaven que els Elements eren de tradicié pitagorica
(del mateix Pitagores o dels seus deixebles), de tradici estoica
o derivats de les aportacions de Tales.?0%

A.1.1a Les definicions d’Ex ("Opov)*"?

Comentaris a les definicions d’E1. Gairebé tots els llibres
comencen amb les definicions necessaries per a la comprensio
dels termes que s’hi empren, és a dir, proposen les «condici-
ons» que han de satisfer els objectes, o, seria millor dir, les
relacions que lliguen 'objecte definit amb algun dels objectes
definits previament. I, naturalment, el primer capitol no n’és
una excepcid, ans al contrari: conté vint-i-tres definicions que
tenen, pero, com a peculiaritat que sén basiques i necessaries
per als llibres geometrics. En aquest sentit, podem dir, doncs,
que esdevenen elements basics.

Tanmateix, recordem que algunes d’aquestes definicions sén
«conceptes primitius» i, per tant, indefinibles. I d’altres, en can-
vi, sén simples «descripcions» que ens permeten reconeixer els
objectes, individualitzar 'objecte definit.

208. Vegeu [FRAJESE 1 MACCIONI (1970), p. 17-18.

209. Recordem que la paraula grega Gpot significa ‘terme’ en el sentit
en queé s’usa en l'expressié «creu de termey, és a dir, la linia o el senyal
del confi.
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[Text de les definicions d’Ei]

210 t 211

és el que no té cap par

D12. Una linia —ypopun— és una longitud sense amplada.
213

D11. Un punt —onuelév—
212

D13. Els extrems —mnépac— d’una linia sén punts.
D14. La linia recta és la que jau igualment —xeiton— damunt els pro-
pis punts.2!4

D15. Una superficie —&mgéveion—219 és el que solament té llargada i

amplada.?16

D16. Els extrems d’una superficie sén linies.?!7

210. En el sentit de ‘senyal, signe’.

211. Mantenim el singular pépoc, ‘part’. El terme «part» —al costat
del terme «parts»— el retrobarem als llibres v i VII, on té un paper molt
important pero diferent: geomeétric i aritmetic, respectivament.

Aquesta definicié de «punt» lliga amb la que proporciona Platé al
Sofista, 245 a, i a La Repiblica, volum 11, 525 d-526 a; edicions catalanes,
p- 90 i 136, respectivament. Procle, en canvi, afirma que la uni6é d’aquests
dos termes és pitagorica, «el punt és la unitat dotada de posicié». Vegeu
PROCLE (1970), § 85-96, p. 70-79, i FRAJESE (1969), p. 92-95.

212. La paraula grega mAdtoc significa ‘amplada’ i, per tant, dnAdtéc
és ‘sense amplada’. Es un exemple clar d’ens geometric «idealitzaty.

213. La paraula grega, en plural, népota significa ‘extrem’ en el sen-
tit de ‘final’, és a dir, ‘extrem final’. En definitiva, és un objecte limi-
tat en lextensié propia. Es tracta, doncs, de «segments» de linia. Vegeu
la definicié D113; i FRAJESE 1 MACCIONI (1970), nota 3, p. 66.

214. El text grec diu: €€ {oouv toic €9’ outiic onuelowc xelton, o sigui,
«jau igualmenty, ja que 'expressié grega €& loou significa aixo. Ho podem
entendre com «es troba collocada igualment» —que és el que passa quan
la tirem amb un regle i un llapis: tot el trac jau de la mateixa manera
damunt el regle. Vegeu la nota B32 (pagina [032).

Hi ha qui afirma que 'expressié llatina ex &quo, que encara avui s’em-
pra per a significar ‘amb igualtat de merits’, va néixer amb la intenci6 de
precisar aquesta idea.

215. Pel que fa a aquest terme grec i el de D17, vegeu PUERTAS (1991)),
volum 1, nota 3, p. 191.

Per una qiiestié de claredat metodologica, nosaltres usarem la paraula
«superficie» per a referir-nos a l’objecte geometric en si mateix i «area»
per a l'extensié de la superficie, que actualment seria un nombre real.

216. No té altura. Novament trobem un intent d’idealitzar un objecte
matematic. Es tracta, doncs, de segments de superficie.

217. Euclides imposa la limitacié de 'objecte geometric una altra ve-
gada (vegeu D13).
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218

D17. Una superficie plana —éninedov émpdveld—"° és aquella que

jau igualment en les propies linies rectes.?!?

D18. Un angle —ywvio— pla és la inclinacié —xAloiwo— de dues linies,

una damunt de l'altra, d’un mateix pla que es toquen perd no es

troben damunt una mateixa linia recta.z20

D19. T quan les dues linies que contenen —nepiéyoucou—221 I'angle
sén linies rectes, I’angle s’anomena rectilini —e030ypoppoc.

D110. Quan un segment??? aixecat —otoadeioo— damunt d’un [al-

225 226

tre]?23 forma??* angles adjacents —épeEfic—225 iguals,?26 cada un és

2

recte —dp0f yYwvie—,?%7 i el segment aixecat s’anomena perpendicu-

lar —xddetoo—2%8 a la recta damunt la qual s’ha aixecat.
D111. Un angle obtis —dauBielo— és més gran que un de recte.
D112. Un angle agut —6&eio— és més petit que un de recte.

D113. Una frontera —6poc—229 és I'extrem de quelcom.

218. Aquesta paraula la retrobarem a Dx111.

219. Vegeu D14 i observeu que, de fet, es tracta dels segments rectilinis
propis de la superficie.

220. La dificultat que comporta aquesta definicié, en la qual els cos-
tats dels angles sén linies no necessariament rectes —cosa que Euclides
solament usa a EI1117 i 16—, la podem veure al text B.2.2n de Grécia III.

Fixem-nos que Euclides parla d’«angle pla» en el sentit que els dos cos-
tats i, de retruc, el vertex es troben en el mateix pla, és a dir, que és un
«angle coplanari»; pero exclou I'angle que nosaltres anomenem actual-
ment «angle play, que és 'angle que forma un tnic segment rectilini i té
el vertex en un punt qualsevol d’aquest segment. Vegeu més endavant el
comentari a P4 i Er13 1 14.

221. Usa la paraula grega «contenen» en el sentit d’‘abracen’.

222. Més endavant, a la nota (pagina B2), justificarem 1'ts del ter-
me «segment» encara que, indirectament, ja hagi aparegut a D1 3.

223. Aquesta condicié és indispensable. Vegeu EI11 32.

224. En el sentit de ‘fa, produeix’.

225. En el sentit d’‘en ordre’.

226. Euclides mai no precisa queé entén per «angles igualsy». Vegeu P 4.

227. Usem 'expressi6 grega opO1) ywviév per a indicar el plural «angles
rectes».

228. En el sentit de ‘caure’, com fa el fil d’una plomada damunt d’un
terreny.

229. Usa «frontera» com a ‘limit’.
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D114. Una figura —oyfipa—>230 és el que es troba compres en una o
diverses fronteres.

D115. Un cercle —xOxhoc— és una figura plana envoltada —mnepiey6-

wevov—23! per una sola linia [que s’anomena circumferéncia —repipe-

232 i en que totes les linies rectes que hi incideixen des d’un

péto—]
[determinat] punt interior de la figura sén iguals.

D116. Aquest punt s’anomena centre —xévtpov— del cercle.?33

D117. Un diametre —diduetpoc— del cercle és qualsevol linia recta
que passa pel centre i esta limitada, en tots dos costats, per la cir-

cumfereéncia del cercle. Aquesta recta divideix el cercle en dues parts
iguals.?34
D118. Un semicercle —nAuuxhOxiov— és la figura limitada per un dia-

235

metre i la circumferencia®® que talla —danohauPovopévne.

230. Totes les definicions en qué apareixen els conceptes de «voray,
«limit» i «frontera» posen de manifest la voluntat de respectar el caracter
finit en el si de la geometria.

231. Usa la paraula grega en el sentit d’‘abragada’.

232. Es Heiberg qui ho posa entre claudators. Es util per a simplificar
I’enunciat d’algunes definicions i proposicions.

233. En aquesta definicié i en la segiient sobreentenem «i també de la
circumferencia». Vegeu la nota (pagina E7).

234. Diu duyd téuvely, «dividir en dues parts», pero cal entendre que
s6n «igualsy, és a dir, el centre «dimidia» els diametres. Vegeu D118. Aixo,
tanmateix, caldria provar-ho perqué és una propietat ulterior del diame-
tre.

Cal entendre implicitament que sempre és possible fer un diametre des
d’un dels punts de la periféria del cercle. Es a dir, sempre podem tirar un
segment que surt d’un punt de la circumferéncia, passa pel centre i arriba
a un altre punt de la circumferéncia (simétric respecte del centre).

Observem que si, fixat un punt de la circumferéncia, portem el radi
tres vegades successivament, el darrer punt que queda determinat a la
circumferéncia és I'extrem oposat del diametre que té l'altre extrem al
punt inicial.

L’operacié «tirar un diametre» és molt 1util a I’hora de sumar seg-
ments. Vegeu la nota E79 (pagina B9). I lliga també amb la «unicitat»
de la prolongacié d’'un segment amb un altre segment a fi d’obtenir-ne
un de més llarg. Vegeu el postulat P 2.

235. Euclides usa l’expressié «circumferéncia» tant per a referir-se a
la circumferéncia sencera com a un arc de circumferéncia.
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236 237

El seu centre=°® és el mateix que el del cercle.
D119. Les figures rectilinies —oyéuato €000ypauud— sén les que es
troben limitades per linies rectes. Les trilateres —tpinAevpa— ho
estan per tres, les quadrilateres —tetpdmhevpo— per quatre i les mul-

tilateres —mnolOmAgvpa— per més de quatre.

D120. D’entre les figures trilateres, el triangle equilater —icémheu-

pov— és aquell que té els tres costats iguals, 1'isosceles —icooxehec—

238

el que només en té dos i I'escalé*>® —oxarnvov— el que té els tres

costats diferents —dvicouc.

D121. D’entre les figures trilateres, el triangle rectangle —dpdoyc>-
viov— ¢és aquell que té un angle recte, I’ obtusangle —auBivydviov—,
un angle obtus, i 'acutangle —6Euydhviov—, tots tres aguts.

D122. D’entre les figures quadrilateres,?3°

és equilater i rectangle;?10 el rectangle —&tepdunxeo—,

el quadrat —tetpdyovov—

241 yectangle

perd no equilater; el rombe —péuBoo—,?4? equilater perd no rectan-
gle;243

els costats i els angles oposats iguals.?** La resta de figures quadrila-

i el romboide —pouPoedec—, ni equilater ni equiangle, i amb

236. Procle s’estranya que un centre es pugui trobar a la frontera de la
figura i no dins, a l'interior de la superficie tancada per la frontera. PRO2
CLE (1970), §160, edici6 anglesa, p. 127.

237. O bé el mateix que el de la circumferéncia. Vegeu la nota 252
(pagina B2).

238. Recordem que oxéhoc és ‘cama’. Vegeu el comentari filologic a
FRAJESE i MACCIONI (1970), p. 69.

239. Fixem-nos que, a diferéncia de la definici6 anterior, aqui ha d’ana-
litzar tant els costats com els angles. En el cas dels triangles, no sera aixi:
la naturalesa dels angles és objecte de proposicions ad hoc.

Recordem que Aristotil, a la taula de dualitats (Metafisica 1, 986 a, i
el text A 6.12, a [PLA (20164), p. 416, que correspon al contingut de la
p. 108), ofereix la dualitat quadrat/oblong.

240. En el sentit ‘els angles son rectes’.

241. Euclides usa el terme ‘oblong’ com a equivalent a ‘heterogeni’.

242. Sembla que aquesta paraula prové del verb géufewv, ‘giravoltar’,
que donaria ¢éupw, ‘baldufa’

243. Sense usar el postulat P 5, es pot veure que els angles oposats sén
iguals (E18, pagina B9). De fet, és un parallelogram equilater, perd per a
veure-ho cal P 5. Vegeu, més endavant, E134 (pagina [32).

244. Si acceptem el postulat P 5, sén els «parallelogramsy (E133, pagi-
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teres s’anomenen trapezis —Tpanélta.g%

D123. Els segments parallels —mnopdhinioi— sén segments rectilinis
que, trobant-se en un mateix pla, si es prolonguen indefinidament

24

—¢ic dnepov—24¢ en totes dues direccions —&q éxdrepa & uépn—,

no es tallen ni en 'una ni en 'altra.

A.1.1b Els postulats d’Er (Aitfporo)?*

Comentaris als postulats d’E1. L’aparat deductiu d’aquesta
obra es basa en els postulats —geomeétrics— i en les nocions
comunes —d’ambit més ampli. Vegem-los.

Els postulats P1, P2, P31 P 5 s6n «existencials», en un sen-
tit operatiu —problematic— del terme. En canvi, el postulat
P 4, el més especial de tots, sembla que no tingui aquesta espe-
cificitat (nota PA3, pagina &3).

na [C3M). Tanmateix, no els anomena «parallelogramsy, que sén els quadri-
laters determinats per dues parelles de segments parallels que es tallen,
ni tampoc «superficies parallelogramiques», que, de fet, sén els paral-
lelograms. Pero els necessita en les proposicions E133 i E134 (pagines 31
i [32). Li falta la proposicié que demostra que els romboides sén paral-
lelograms, usant P 5. Vegeu el problema 2 (pagina 62).

Tampoc no diu res ni del diametre d’un parallelogram —la diagonal
o la recta que uneix dos vertexs oposats— ni dels complements —els dos
parallelograms que determina la diagonal i que no hi participen quan ta-
llem un parallelogram per un parell de segments, cada un parallel a una
de les parelles de costats parallels. Pero els usa a les proposicions E134 i
E143 (pagines 32 i [47), respectivament.

245. Recordem que la paraula grega tponéliov significa ‘taula petita’.

Aquesta definicié de «trapezi» no és la que usem actualment. Vegeu el
problema B (pagina B0).

246. Significa ‘fins a l'infinit’, a diferencia d’¢n’ dneipov, ‘sense limit’,
si bé s’usen indistintament. L’infinit hi apareix, doncs, de forma explici-
ta. Vegeu com tracta l'infinit al capitol dedicat a les aportacions d’Eu-
clides, §2.2.8 (Grécia IIT). Queda absolutament clar que els objectes que
prolonga sén segments.

Aquesta definicié planteja un problema: si el que defineix no és una fi-
gura perque 'objecte definit no té limits, que és, doncs?

247. En el sentit de ‘delimitacions’, ja que Euclides els dota d’un ca-
racter clarament definitori.
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[Text dels postulats d’Ei]

P 1. D’un punt a un altre es pot —AtRode—24® tirar —dyayeiv— un
segment rectilini [tinic].24?
P 2. I prolongar-lo de forma continua —xotd 16 cuveyto— amb una

recta limitada —nenepaopévny.250

25

P 3. Per a cada centre i distancia —diaothvati—,?5! es pot descriure

un cercle.?%?

248. En el sentit ‘es postula’.

249. Fixem-nos —és important— en el caracter finit de les rectes; de
fet, sén «segments» que uneixen dos punts. Les rectes euclidianes «unei-
xen dos punts» que en sén els extrems. Ometrem, doncs, la paraula «rec-
tay, llevat dels casos en qué sigui «actualment infinita». Usarem el terme
«segmenty fins i tot per a referir-nos als parallels (vegeu la nota 248). Per
a la unicitat, vegeu la nota 252 i la demostracié d’E14.

250. Atencié! Afirma la possibilitat de prolongar un segment amb un
segment, perd no diu pas que, donats dos segments, puguem prolongar
l'un amb 'altre per un extrem, ja que la proposicié E12 (pagina B9) seria
totalment superflua.

Tampoc diu —ni aqui ni a P 1— que la linia que uneix els dos punts
sigui Unica ni que la prolongacié ho sigui. Aqui podem recorrer al fet que
el diametre d’un cercle el divideix en dues parts iguals. Vegeu la nota 2Z52.

251. Euclides diu que, donat un punt i un segment, podem tirar la
circumferéncia que té el punt com a centre i el segment com a distancia.
D’ara endavant, aquest segment I’anomenarem «radi» de la circumferén-
cia, ateés que tots els radis sén iguals. Euclides no usa aquest terme. De
fet, «radi» és una paraula que la matematica grega no introdui. Quan els
calia recorrer-hi, usaven l'expressi6 ol éx t@v xévipwy, ‘la recta que ix del
centre’.

Diem que els objectes geometrics que es poden aconseguir usant només
els postulats P 1, P2 i P 3 s’han obtingut «amb regle i compasy.

252. Usarem «circumferéncia» o «cercle» si ens interessa la corba o la
superficie, respectivament.

e RN Si unim aquest postulat al fet que el

( diametre divideix el cercle en dos semi-
A: 8 | A‘:OQ—:C cercles iguals, podem establir la unicitat
\ 1 \ / tant del segment que uneix dos punts
o ! ...~ com del segment prolongacié d’un seg-

@ ® ment. Vegeu les figures a i b. A la figu-

ra a, suposem que la prolongacié de AB no és unica (hipotesi de
Pabsurd). Tirem la circumferéncia de centre B i radi AB. Tallara
les prolongacions a C' i D. Obtenim dos diametres, ABC' i ABD, pero
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o

{coc— entre si —&)\)\ﬁkmg.gﬁ

P 4. Tots els angles rectes sén iguals
P5. [Postulat dels segments parallels.] Si un segment cau da-
munt dos segments i els angles interns del mateix costat —&nl T
a0t pé- pn—254 fan junts menys de dos [angles] rectes —ywvioc d0o
6p 005V ENdooovag Tolii—, els dos segments, prolongats indefinidament
—d8melpov—, es tallen pel costat en que els angles valen menys de dos

angles rectes.2%°

cap divideix el cercle en dues parts iguals. A b suposem que hi ha dos seg-
ments que van de A a B (hipotesi de 'absurd). Tirem la circumferéncia
de centre B i radi AB (un dels dos, atés que poden ser diferents) i
prolonguem (el radi AB) fins a tallar la circumferéncia (al punt C, no
importa si la prolongacié és tnica o no). Tenim dos didmetres ABC' i
cap no divideix el cercle en dues parts iguals. Vegeu PROCLE (1970),
§215-216, edicié anglesa, p. 168-169.

253. Es un intent d’evitar el moviment. Vegeu PLA (2010), p. 46-47.

Dues circumstancies el fan operatiu:

a) Donat un segment, tots els segments perpendiculars que hi puguem
tirar determinen angles iguals damunt el segment i, en conseqiiéncia, sense
usar P 5, sén parallels. Vegeu E117.

b) La unicitat dels segments que uneixen els punts A i B, i de les pro-
longacions per un extrem qualsevol es veu garantida. Suposeu que, a les
figures a i b de la nota 252, tirem una perpendicular al segment AB pel
punt B. Els angles que determina aquesta perpendicular al segment ABC
han de ser iguals, cosa que no passa si no hi ha unicitat. Vegeu PROCLH
(1970), §188-191, edici6 anglesa, p. 147-150.

254. Vegeu la nota BId (pagina H2).

255. Es el famés postulat dels (segments) parallels. Euclides hi imposa
«que, en certes condicions, dos segments —convenientment prolongats—
es tallen necessariament».

La geometria que satisfa el postulat P 5 s’anomena «euclidiana». I d’a-
quest postulat es segueix que «per un punt exterior a un segment sempre
podem tirar-hi un [segment| parallel i un de sol».

Les proposicions en qué no s’usa P 5 les anomenem proposicions de la
geometria «neutraly. Es a dir, la geometria basada només en els postulats
P1, P2, P3iP4ésla «geometria neutraly.

Aquest postulat no es pot considerar ni intuitiu ni elemental, atés que
invoca l'infinit «en acte», ja que necessita el concepte de parallelisme. Eu-
clides imposa la condicié que fa que «[les prolongacions de] dos segments
es tallin» en el finit, és a dir, una condicié existencial. Afirma que «el
punt de tall existeix».

Ningu dubta de la seva veracitat perd sempre fou considerat com una
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Comentari al postulat P 5. Aquest postulat s’atribueix a
Fuclides i intenta respondre les qiiestions que havia plantejat

Aristotil sobre els parallels.256 »

Cc
Podem pensar una rad per

la qual Euclides I'introdui amb

- - o
una gran genialitat. Conside /< 3reckes E

rem un triangle A ABC' de ba- a8

A B Al L g
. . _ (a) (b)
se AB i costats AC 1 BC (figu- 1 oura A 2 Una explicacié possi-
)
Ta a)- Sense usar P 5, s’esta- ble de la necessitat del postulat P 5.

bleix que els angles CAB i CBA junts fan menys de dos angles
rectes (E117).

Podem garantir-ne el reciproc? Si dos segments CA i CB
ixen dels extrems A i B del segment AB i els angles CABiCBA
junts fan menys de dos angles rectes (figura b), determinen un
triangle i eviten que els segments siguin asimptotics com un arc
d’hiperbola i asimptota? La resposta és: si.

En definitiva, tenim una condicié necessaria i suficient per-
que tres segments AB,CA i C'B formin un triangle.

Per a acabar aquesta analisi dels postulats, indiquem que
Euclides no déna cap orientacio que ens permeti saber en quines

condicions es tallen dues circumferéncies.2%”

A.1.1c Les nocions comunes d’E1 (Kowal €vvolon)

Comentaris a les nocions comunes d’E1. No hi ha acord
sobre el nombre de nocions comunes que dona Euclides, moltes
de les quals sén aristoteliques.?® Les cinc que s’acostumen a

proposicié que calia demostrar. Vegeu, en un nivell elemental, BURTON
(1989), capitol 11, p. 525-563; i, més tecnics, en catala, REVENTOS (2008);
en anglés, [GRAY (1989) i (GREENBERG (1993); i, en frances, ErmMOV
(1981).

256. Vegeu el text C 11.8d, PLA (2016d), p. 599.

257. Vegeu la nota BX7 (pagina [T3).

258. Heath, seguint Heiberg, en déna cinc, com Fitzpatrick. En can-
vi, Kayas, Vera i Vitrac en donen nou.
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considerar fan referéncia al comportament de la igualtat, ente-
nent per «igual» tant la congrueéncia com 'equivaléncia.?%?

Vegem les cinc de Heath:
[Text de les nocions comunes d’Ei|

Nc 1. Coses iguals a una tercera cosa sén iguals entre si.

Nc2. Si afegim coses iguals a coses iguals, resulten coses iguals.

Nc 3. Si traiem coses iguals a coses iguals, resulten coses iguals.?69

2

Nc4. Coses que coincideixen —égapuélovio—?251 entre si sén iguals.

Nc5. El tot —&hov— és més gran —peilov— que la part —pépouc.?62

Comentem les altres en una nota.263

259. Vegeu el comentari de la nota EB3. Es a dir, encara que no hi hagi
concepte numeric en la geometria euclidiana, aqui la «igualtat» fa refe-
réncia a 1'«extensié» i no necessariament a la forma. Es clar que si sén
idéntics en la forma, sén equivalents; pero a l'inrevés és fals. Pensem en
el tangram.

260. [ARISTOTIL (1987), llibre 1, capitol 10, 76 a 41; o [ARISTOTIL (2000),
X1, 4, 1061 b 20, on el déna com a axioma.

261. Ve del verb actiu époudlewv, que en passiu, epoapudlecdo, significa
‘aplicar’, sense imposar que el que s’aplica s’ajusti a allo aplicat. En ac-
tiva, épapuodlewy, significa ‘ajustar, encaixar’ Actualment, s’usa el mot
«congruents» i també, més tecnic, «congrus». Tanmateix, Euclides no in-
dica qué esta permes i que no ho esta, en ’accié d’aplicar.

262. Té un caracter més metafisic que cientific. Aixo no obstant, fa que,
en referir-se a la part d’una extensié o d’un nombre natural, el total no
pugui ser considerat part. En concret, en el cas dels nombres naturals, el
nombre no és part —divisor— del nombre.

263. Les nocions comunes —quan se’'n donen nou— sén:

Nc1'. Es la nocié comuna 1.

Nc2'. Es la nocié comuna 2.

Nc3'. Es la nocié comuna 3.

Nc4'. Si afegim coses iguals a coses diferents, els totals sén diferents.
(Es evident que si afegim coses iguals a coses diferents, els totals no po-
den ser iguals, perqué aixo contradiria la Nc2. Cal entendre, pero, que
es manté el tipus de desigualtat, la gran es converteix novament en la
gran. Es a dir, «suposem que si una cosa és més gran [més petita] que
una altra i, a totes dues, els afegim la mateixa cosa, la primera addicié
serd també més gran [o més petita] que la segona».) Vegeu, per exemple,
la proposicié E117 (pagina D). KAYAS (1978), volum I, p. 2, afegeix la
Nc analoga per a la diferéncia de segments.
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p.ea A.l.1d, Les proposicions [neutrals]| d’Ex

[Geometria neutral]

E1 1. [Enunciacié.] Volem construir un triangle equildter sobre un seg-

ment rectilini donat.26%

Nc5'. Els dobles d’una mateixa cosa sén iguals entre si (conseqiiéncia
immediata de Nc2).

Nc6'. Les meitats d’una mateixa cosa sén iguals entre si (conseqiiéncia
immediata de Nc 2 perqué ho és de l’anterior).

Nc7’. Es la nocié comuna 4 (pagina §3).

Nc8&'. Es la nocié comuna 5 (pagina &3).

Nc9'. Dos segments rectilinis amb els extrems comuns no contenen
mai una area.

De fet, aquesta nocié comuna 9’ caldria incloure-la en el grup dels pos-
tulats perque fa referéncia als segments rectilinis que sén objectes geome-
trics. Euclides 'usa a E14 i a EX13, per exemple.

Fixem-nos que, com deéiem, les nocions comunes 1, 2, 3, 4, 5" i 6’ fan
referéncia a la igualtat, entesa com a congruéncia i com a equivaléncia. I,
si acceptem 1’1, que estableix la «transitivitat» de la igualtat, lliguem
aquesta igualtat amb les operacions aritmeétiques de sumar i restar; i de
doblar i dimidiar. Es curiés, tanmateix, que Euclides no parli de multi-
plicar ni de partir en parts arbitraries.

La nocié comuna 7’ té a veure amb el moviment i amb el caracter inal-
terable dels objectes de ’espai quan sé6n moguts. Es una nocié comuna
dificil de classificar: ateny objectes geometrics pero sotmesos al moviment,
i el moviment cal considerar-lo exclos de la geometria. Pensem, pero, en
el postulat P 4. Vegeu PLA (2010), p. 46-47.

La nocié comuna 8’ és filosofica i té molt a veure amb la «finitud». De
fet, exclou la possibilitat de I’«infinit» en el sentit de Dedekind.

264. Euclides diu «una recta limitada» —&leiog nenepacuévn—, que,
d’ara endavant, usant els termes actuals, anomenarem «segment rectili-
ni», i quan no hi hagi perill de confusié, simplement «segment».

Es tracta d’un «problema» —en el sentit de Pappos— i, per tant,
consta de «construccié» i «demostracié». Usarem els simbols & i & per
a indicar el final de la construccié i de la demostracid, respectivament. I,
quan una demostracié procedeixi «per casos», tancarem també la demos-
tracié parcial de cada cas amb el simbol #.

A les figures, usarem el conveni segiient: el trag gruixut per a les dades,
el mitja per a les construccions i el fi o puntejat per a les figures auxiliars.

Recordem que Procle diu (vegeu [PROCLE (1970), § 203, edici6 anglesa,
p. 159, i la taula 2.2 i el text B2.2¢ de Grécia III):
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[Exposicid.] Sigui AB el segment donat.?5

[Especificacié.] Hem de construir un triangle equilater de costat AB.26

[Construccid.] Amb centre al punt A iradi AB tirem [la circumferén-
cia] OBC'D.%67 [P 3]268

Cada problema i cada teorema complet, amb totes les parts, han de con-
tenir els elements segiients: enunciat (rpdtaoic), plantejament (Exdeoic),
especificacié (dopioudc), construccié (xotaoxevh), demostracié (dnddelic)
i conclusié (drodelic).

En aquesta proposicid, retindrem totes les parts, pero en les altres,
ometrem la conclusié, que és la repeticié del plantejament, i solament po-
sarem en relleu la «construccié» i la «demostracié».

Els enunciats s’anomenen «proposicions» perque, com veurem més en-
davant (§2.2.11 de Grécia III i als textos que s’hi citen), les proposici-
ons es classifiquen en «problemes» —el que s’ha de fer— i «teoremes»
—el que s’ha de provar, segons Pappos. I, per tant, la paraula «teore-
may té una connotacié especifica.

265. A les figures, usarem les lletres A, B, C, E, etc. El text grec usa,
naturalment, lletres gregues, és a dir, A, B, I', A, E, etc. Heus aci la in-
troduccié d’un «simbolisme» tant per a designar punts com segments, an-
gles, triangles, etc. Aquest simbolisme de la geometria grega és el primer
simbolisme de la historia que s’empra d’una manera sistematica.

266. Diu «sobre el segment AB» pero ens ha semblat més clar dir «de
costat AB».

En Pexposici6, usarem el metode expositiu de Heath (HEATH (1925)),
que consisteix a expressar cada pas en un paragraf perque, malgrat que
allarga el text, el fa molt més clar, sobretot quan és complex i abstrus.

Seria més correcte usar I’expressié AB per a indicar que es tracta d’un
segment d’extrems A i B, ireservar I’expressié AB per a la recta que passa
pels punts A i B sense que en siguin necessariament els extrems. Perd no
ho farem perque, als Flements, les «rectes» gairebé sempre sén segments,
i aixi les anomenarem. Quan no ho siguin ho explicitarem.

267. Com ja hem indicat, Euclides només usa el terme «cercley», un ter-
me que reservarem per a aquells casos en qué calgui recérrer a la super-
ficie delimitada per la circumferéncia. Es a dir, si ens cal la corba, usa-
rem l'expressi6 «circumferénciay; si ens cal la superficie, «cercle». Usarem
«ODEF» per a indicar la circumferéncia que passa pels punts D, E i F,
o el cercle tancat per aquesta circumferéncia; o bé «O(A; M N)» quan ens
interessi especificar-ne el centre, A, i el radi, M N.

268. Al marge dret o esquerre, indicarem, entre claudators, la defini-
cid, el postulat, la nocié comuna o la proposicié6 que s’hagi emprat en
cada afirmacié. I, tal com hem fet fins ara, i hem indicat a la nota B3 (pa-
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I, amb centre al punt B iradi BA, [la circumferéncia] OACE. [P 3]
Unim el punt C en que es ta-
llen [totes dues circumferénci-

269

es]?®? amb els punts A i B,

i obtenim els segments C'A i
CB.2™ [P1] &
[Demostracid.] Ara, com que el
punt A és el centre de la [cir-

cumferéncia] OBCD, [els seg-

ments] AC i AB s6n iguals. F1curaA Exl [D115]
Novament, com que el punt B és el centre de la [circumferencial
OACE, lels segments] BC' i BA sén iguals. [Dr15]

Perd hem establert també que [els segments] AC' i AB sén iguals.?"!
Per tant, cada un dels segments C' A, CB és igual al segment AB.272
I, com que coses iguals a una altra cosa sén iguals entre si, [Nc 1]273

resulta que [el segment] C'A és igual a [el segment] C B.2™

gina @), usem les abreviacions P i Nc¢ per a indicar «postulaty i «nocié co-
muna, respectivament, seguides del niimero corresponent. En el cas de
les definicions i les proposicions, usem D i E, respectivament, seguides del
nimero del llibre i del niimero corresponent dins el llibre. Per exemple,
D171 E17 signifiquen «definicié 7 del llibre 1» i «proposicié 7 del llibre 1»,
respectivament.

269. Aqui Euclides fa una afirmacié —«les dues circumferencies es ta-
llen en un punt»— que no justifica amb cap postulat ni amb cap nocid
comuna. Aixo fa que, d’alguna manera, aquesta afirmaci6é sigui dubto-
sa o, fins i tot, falsa i que, de retruc, no estableixi I'existéncia del triangle
equilater de costat donat d’una manera correcta. Potser hauria estat
més oportil imposar aquesta existéncia com un postulat. Vegeu ERATES
SE (1968). A més, suposa també que dos segments (rectilinis) no poden
compartir un segment (rectilini). Vegeu la nota 252 (pagina §2).

270. D’ara endavant, direm «unim C'A» per a indicar que unim el punt
C amb el punt A.

271. Fixem-nos que Euclides treballa amb molta cura i malgrat tot. ..,
vegeu la nota PGRY.

272. Euclides pot usar AB o BA en un mateix context; és a dir, pot
usar AB i BA per a indicar el mateix segment.

273. D’ara endavant ometrem repetir I’enunciat de Nc1. Solament
n’indicarem 1’Gs.

274. El text usa l'expressio: «[l’objecte] 2 és igual a [l'objecte] B»;
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Per tant, els tres segments CA, AB i BC sén iguals entre si.?™
[Conclusid.] El [triangle] A ABC és equilater [D120]
i s’ha construit sobre el segment donat AB.27

I aixo és el que voliem demostrar.2”” S

E12. Volem portar, a un punt donat [com a extrem|, un segment igual
a un [segment] donat.?™
Siguin A el punt donat i BC' el segment donat.2%°

nosaltres, d’ara endavant, emprarem «[els objectes] 2 i B sén igualsy.

275. Euclides diu «linia recta» (nota PBd, pagina EH), que nosaltres
traduim amb el terme «segment [rectilini]». No hi insistirem més.

276. En la conclusié, Euclides repeteix el contingut de 1’especificacio.
Com ja hem dit abans, en general, nosaltres ometrem la conclusié.

277. Euclides diu: énep £del nofioon («aixo és el que voliem fer»), re-
convertit en «QED», que abreuja l’expressi6 llatina «quod erat demons-
trandump».

278. Aquesta proposici6 s'usa a E12, 9, 10 i 11. Al primer capitol, al fi-
nal del resum de cada llibre, hem ofert una taula dels elements en els quals
es basa cadascuna de les proposicions i no els recollim a I'index de citaci-
ons. Ometrem també la informaci6 inversa: indicar, un cop s’ha establert
una proposicié, a quines proposicions s’aplica després. El lector interes-
sat la trobara, al final de cada proposicié, a [F'RAJESE 1 MACCIONI (1970).

279. Breument, direm que «hem traslladat el segment BC' al punt A».

De fet, Euclides diu que el seu compas —vegeu com ha estat descrit
en el postulat P 3— té memoria: donat un segment, el podem portar a un
punt donat i fer un cercle que tingui el segment com a radi i el punt com
a centre. Fixem-nos que, a la demostracié d’E11, cadascun dels radis que
usa per a tirar les circumferéncies té com a extrems els punts A i B del
segment donat. Perd no sempre és aixi.

Caldra recérrer a aquesta proposicié per a poder garantir ’addicié de
segments en un segment suma, cosa que Euclides no menciona mai
de forma explicita. Vegeu la nota (pagina B2). Un cop s’ha portat
un segment donat a un extrem d’un altre segment donat, aquest darrer es
pot prolongar i usar la circumferéncia per a tallar la prolongacié. Atencid,
cal prolongar-lo suficientment. Pero, si tenim present la nota (pagi-
na [79), no hi ha cap problema: considerem un dels extrems, del segment
més llarg donat, com a centre, i tirem una circumferencia de radi I’altre
segment, més curt (o igual), que talla el primer segment i determina el
radi. Prolonguem aquest segment fins a tenir el diametre. Haurem acon-
seguit el segment suma dels dos segments donats.

280. Aquesta proposicié admet diversos casos segons quina sigui la po-
sici6 relativa del punt C' respecte del segment AB. En situacions com
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Volem fer un segment, amb extrem al punt donat A, igual al seg-
ment donat BC.

[Construccid.] Unim AB. [P1]
Fem un triangle equilater A DAB de costat AB. [E11)281
Els segments AF, BF prolonguen els segments DA, DB. [P 2]
Amb centre a B iradi BC tirem la circumferéncia OCGH. [P 3]
I, novament, amb centre a D i ra-

di DG,?®? tirem la circumferéncia .- ~s

OGKL. P3] & K- N

[Demostracid.] Aleshores, com que - R

el punt B és el centre del cercle / V)

OCGH, BC ésigual a BG. [D115] | R S )

I, com que el punt D és el centre v g

del cercle OGKL, els (segments) N N\

DL i DG sé6n iguals. [D115] o o
I DA i DB també. [Dr20] L,
Per tant, el romanent AL és igual

al romanent BG. [Nc 3] Ficura E12
Pero hem vist que BC' és igual a BG.

Per tant, els segments AL, BC sén [tots dos] iguals al segment BG.
De retruc, el segment AL també és igual al segment BC. [Nc 1]%%3

I aixo0 és el que voliem demostrar. 'y

E13. Donats dos segments diferents, volem sostreure el més petit del

més gran.?8*

aquesta, Euclides acostuma a considerar un cas, normalment el més difi-
cil. La resta de situacions les deixa com a exercici per al lector.

281. A la demostracié usem el resultat establert a E1l, quelcom to-
talment acceptable en el metode deductiu d’Euclides, heretat dels ense-
nyaments platonics i, sobretot, aristotelics.

282. Aqui Euclides usa el fet que la circumferéncia OCGH talla el seg-
ment DF en un punt G, pero l'existéncia d’aquest punt d’interseccié
no s’ha explicitat en cap postulat ni en cap nocié comuna.

283. Vegeu la nota 278 (pagina §9).

284. Euclides dona de forma explicita la manera de restar segments.
Podria haver unificat criteris i plantejat les dues operacions de seg-
ments: la suma i la diferéncia. Vegeu VITRAC (1990), p. 200.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 91

Siguin AB i C els dos segments donats,?®°

amb AB més gran que C.28%6 c
Volem sostreure un segment igual

a C, el curt, de [el segment] AB, el N

llarg. / \

[Construccid.] Al punt A, collo-

quem —xgipou— [el segment] AD | A |
igual al segment C'. [E12] /
Tirem la circumferéncia ODEF, N g

amb centre a A iradi AD.?87 [P 3] & DR S

[Demostracid.] Ara, atés que el punt FiGura E3

A és el centre del cercle ODEF, [els segments] AE i AD sén iguals.
[D 15]

Pero [, per construcci6,] C també és igual a AD.
Aleshores, cada un dels segments AE, C és igual a [el segment] AD;
d’aix0 en resulta que [els segments] AE i C' sén iguals. [Nc1]

I aix0 és el que voliem demostrar.?®® ®

E14.289 §i dos triangles tenen dos costats iguals, respectivament,?*® i
l'angle que contenen també té els costats iguals, aleshores aquests tri-
angles tenen les bases —Bdoio—21 iguals. A més, el triangle és igual
al triangle i els altres angles son iguals als altres angles, respectiva-
ment, és a dir, els angles que subtendeizen —Omoteivouov—22 cos-

tats iguals son iguals.

285. Observem que, quan no necessita coneixer els extrems perqueé no
els ha de manipular, designa el segment amb una sola lletra.

286. S’accepta, doncs, la possibilitat de comparar segments i el fet que,
donats dos segments diferents, I'un és més gran que laltre.

287. Aquesta circumferéncia O(A, C) talla —si bé no s’ha donat cap
principi que garanteixi l’existéncia del tall— el segment AB pel punt F.

288. Hem «portat» el segment C sobre el segment AB, a partir d’un
extrem. El segment E'B és el que queda un cop s’ha fet la sostraccié. L’a-
nomenarem el «residu» o «excésy.

289. Es el criteri cac d’igualtat de triangles.

290. Euclides diu: éxatépa. . . éxatepa. Ho hem traduit, com és habitu-
al, per «respectivamenty.

291. Es la primera vegada que usa aquest terme.

292. Segons el DIEC, el verb «subtendir» —un terme clarament geo-
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Siguin A ABC i A DEF dos triangles que tenen els dos costats AB
i AC iguals als costats DE i DF [, respectivament]; és a dir, AB a
DE i AC a DF, il'angle BAC igual a I'angle EDF .2%3

Afirmo?®* que
la base BC tam-
bé és igual a la
base EF, i el tri-
angle A ABC al
A DEF, iels al-

tres a 16‘ 3
res angles, res B C B — —_—

Ficura E14

pectivament, als

angles restants; és

a dir, aquells que subtendeixen costats iguals; d’una banda, ABC a
DEF i, d’'una altra, ACB igual a DFE.

meétric— significa «Una recta, estendre’s des d’un extrem a ’altre (d’un
arc, d’'una figura angular, etc.). La corda que subtendeixz un arc.» Podri-
em dir, potser féra més clar, «s’oposay, o sigui, «el segment que s’oposa
a l'angle», pero, atés que disposem d’un terme especific que s’ajusta al
terme grec, 'usarem. Tanmateix, per tal que el text sigui sempre clar i
simple ampliarem el significat de «subtendir». Si un segment subtendeix
un angle, un arc, etc., direm, per extensio, que ’angle, ’arc, etc., subten-
deix el segment. Pensem en els tres costats, angles i arcs que subtendeixen
els angles d’un triangle [E1v 2]. D’aquesta consideraci6 resulta que no en-
tendrem el prefix «sub» com a ‘estar a sota’, que, en geometria, no té cap
mena de sentit. Vegeu E119 (pagina [12).

293. Euclides no precisa mai que entén per «angles iguals». Vegeu l'a-
nalisi del concepte d’angle a Grécia 111 i al text de Procle associat.

La notacié per als angles és: tiv Ono BAI" ywvia, que abreuja la forma
completa d’acord amb la definicié D18: ¥ Uné tév BA,AI" tepieyouévny
ywvia, «l’angle contingut pels (segments) BA, AC'» (vegeu HEATH (1929,
volum 1, p. 249). Euclides, als llibres X, X1, XII i XIII, abreuja ol BA, AT
amb ol BAI'. I hi ha casos en qué parla de «segment trencat», quan els
extrems de totes dues parts del segment trencat estan en llocs predetermi-
minats, per exemple, en una circumferéncia, com a Eii120. En aquesta
traduccid, usarem el barret, B/A\C, per a indicar els angles —el vertex de
I’angle és la lletra del mig de I’expressié, A—, ja que de vegades Euclides
usa tres lletres per a designar un segment rectilini. Vegeu E114.

294. Euclides usa Aéyw, que hem traduit per «afirmoy.
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[Demostracié.] Si apliquem —&gpopudoev—?= el triangle A ABC al
triangle A DEF,
collocant el punt A damunt el punt D i el costat AB sobre el costat
DE 29
el punt B també coincideix amb el punt E perque els costats AB i
DE sén iguals.?9”
Un cop aplicat [el costat] AB sobre [el costat] DE, el costat AC
s’aplica sobre el costat DF' perque els angles W7 EDF s6n iguals.
I, de retruc, el punt C coincideix amb F' perque els costats AC i
DF s6m iguals.
Per tant, la base BC coincideix amb la base EF
perque, si es donés el cas que B coincidis amb E, i C' amb F,
i que la base BC no coincidis amb la base EF,298
les dues bases tancarien un espai, i aix0 no és possible. [Nc 9299
Les bases BC' i E'F coincideixen i, per tant, sén iguals. [Nc 4]
Aleshores, tot el triangle A ABC' coincideix amb tot el triangle
A DEF i, per tant, sén iguals. [Nc 4]
I els angles restants també coincideixen amb els angles restants i,
per tant, sén iguals
Pangle ABC a langle DEF i Pangle ACB a langle DFE. [Nc4]

I aix0 és el que voliem demostrar. a3

295. Usa el moviment, cosa que caldria evitar en geometria. Recordem
que Giovanni Alfonso Borelli —BORELLI (1658)— havia pres la precauci6
de dir: «facta intellectuali superpositione». Tenia, per tant, consciéncia de
les precaucions que calia prendre. Finalment, veient la impossibilitat
de demostrar-ho geometricament, David Hilbert ho imposa com a axioma
en el grup dels «axiomes de congruénciay, a [HILBERT (1899), edicif caste-
llana, p. 13-32. Bertrand Russell, el 1910, ho expressa en la forma actual.

296. Usem I’expressié «costat» en lloc de «segment» quan es tracta de
segments que delimiten un poligon.

297. S’admet: «El que és igual es superposa», reciproc de la Nc4.

298. En el cas molt dubtds que aquest paragraf fos original d’Euclides
—vegeu el comentari de [VITRAC (1990), volum 1, nota 22, p. 201. Es la
primera proposicié en la qual s’usa implicitament el «principi de reduccié
a I’absurd» que comentarem a E16; la primera proposicié en que, sense
cap mena de dubte, s’usa explicitament.

299. Vegeu la nota P63 (pagina BH).

300. Aquesta proposicié, «en la qual sembla que manqui un procedi-



94 Historia de la matematica. Grécia Ila

E15. En els triangles isosceles,>°! els angles de la base son iguals. I si
els costats es prolonguen, els angles que es troben sota la base també

s6n iguals entre 53.302

Sigui A ABC' un triangle isosceles en el qual els costats AB i AC sén
iguals.
Siguin els segments BD i C'E prolongacions [respectives] dels cos-
tats AB 1 AC. [P 2]
Afirmo que els angles ABC i ACB sén iguals, i els angles CBD i
BCE també.
[Demostracié.] Sigui F un punt arbitrari —tuyov onuelov to—303 del
segment BD.

ment demostratiu propi» (MARCHINI (2006), p. 37), ha estat comentada
de forma diversa. Aixi, a BUNT, JONES i BEDIENT (1976), edicié del
1988, p. 154, llegim: «A la demostracié d’Er4, Euclides transporta un
triangle. Quins sén els fonaments d’aquest procediment?» I afegeixen que
I'expressioé «transportar» no és mencionada ni en les nocions comunes, ni
en els postulats, una opinié amb la qual coincideix BOYER (1968), edici6
castellana, p. 148. En canvi, KLINE (1972), edici6 castellana, p. 93, sosté
que el «transport» té el fonament en la Nc4 (o Nc7’), una opinié amb la
qual estem d’acord. Tanmateix, el text de FRAJESE i MACCIONI (1970),
p- 57, és molt clar:
Per a reconéixer la igualtat —i, naturalment, la desigualtat— de seg-
ments, disposa del postulat tercer [...]. Quan desenvolupa aquest postulat,
en les proposicions segona i tercera del llibre 1, mostra qué es pot fer i
que no en el transport de segments. Per als angles, no estableix la igualtat
per transport, siné que es veu en la necessitat de recérrer a un transport
mecanic en les proposicions 4 i 8 del llibre 1.

Euclides usa també el moviment a E11124. I, a més, al llibre X1, en les
definicions d’esfera, con i cilindre, pero ho fa d’una manera totalment
diferent: no pas com a transport (al pla), sin6 com a gir a ’espai.

301. Podriem dir: «En tot triangle. .. », pero aquest quantificador uni-
versal no és propi del pensament grec.

302. Aquest teorema és molt important des del vessant metodologic
—alguns en dirien didactic. Es una proposicié d’enunciat simple, de va-
lidesa evident. En canvi, la demostracié corresponent posa de manifest
la manera de procedir d’Euclides, que, si bé ja ’hem vista en les demos-
tracions anteriors, ara pren una volada important. A més, tot, enunciat i
demostracié, és un bon exercici de lectura de textos classics.

303. Euclides diu «a cada punt F'», que traduim per «sigui F' un punt
arbitrari».
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Al segment llarg AE hi sostraiem AG, igual al més curt AF. [E13]
Unim FC i GB. [P 1]
Com que AF ésigual a AG i AB a AC, els dos costats FA i AC
[del triangle A FAC] sén iguals als dos costats GA i AB [del triangle
A GAB], respectivament. A
I, a més, [tots dos triangles] tenen un
angle comu: 'angle FAG.
Per tant, les bases F'C' i GB, i els
triangles A AFC i A GAB sén iguals,
i també ho sén els angles restants,

els que subtendeixen costats iguals B/ S X7 \C
[dels triangles A FAC i AGBA]. E e N
a dir, els angles ACF i AGB iels an- F/// -7 S~ \*\G
gles AFC i AGB sén iguals, respecti-
vament. [Er4]
I, atés que els segments AF i AG,i D E
FiGura E15

[els subsegments] AB i AC' sén iguals,
també ho sén els romanents BF i CG. [Nc 3]
Pero hem vist que els segments F'C i GB sén iguals;
per consegiient, els dos costats BF' i F'C s6n iguals als segments CG i
GB [, respectivament,]
i ’angle BFC ho és a langle C’/@,
mentre que la base BC' és comuna a tots dos.
Per tant, els triangles A BFC' i A CGB sén iguals. 1 els angles
restants corresponents:3** FBC i GCB, BCT i CBG. [E14]
D’acord amb tot aix0, com que I’angle sencer ABG és igual a ’'an-
gle sencer ACF ,
els altres angles, ABC i A/CE, també ho son, [Ne 3]
i es troben a la base del triangle.
Pero hem vist, a més, que els angles FBCiGCB —que es troben
a sota de la base— sén iguals.

I aix0 és el que voliem demostrar.3%° ®

304. «Els que subtendeixen costats iguals», una expressiéo que ometrem
quan no hi hagi ambigiiitat.
305. Es interessant comparar aquesta demostracié amb la que donara
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E16. S7, en un triangle, dos angles sén iguals entre si, els costats que

subtendeizen també ho sén.>00

Sigui A ABC un triangle en el qual els angles ABC i ACB sén iguals.
Afirmo que els costats AB i AC també ho sén.
[Demostracid.] Si el costat AB és diferent del costat AC,307

Pappos molts segles més tard.

306. Dues observacions. La primera fa referéncia a l’equivaléncia en-
tre tenir dos angles iguals i tenir dos costats iguals. La definicié D120
caracteritza els triangles isosceles com els triangles que tenen dos costats
iguals. La proposicié E15 estableix que també tenen dos angles iguals
—els que subtendeixen els costats iguals. Ara, en canvi, Euclides afir-
ma i demostra que si un triangle té dos angles iguals, és isosceles, i
que els costats iguals sén, precisament, els que subtendeixen els angles
iguals. Un exercici interessant seria canviar la D120 i considerar, com a
definicié, D120": «Els triangles isosceles sén aquells que tenen dos angles
iguals.» T veure si se'n pot deduir E16’: han de tenir també dos costats
iguals, és a dir, si es pot arribar a la conclusié que totes dues séon equiva-
lents geométricament considerades. Es facil? Vegeu el problema B (pagina
Al).

La segona observacié6 fa referéncia al fet que aquest és un teorema en el
qual la demostracié és «indirectay, és a dir, no es va del que es déna al que
es busca, sind que s’accepta allo donat i «es suposa» que el que es busca és
fals —és la «hipotesi suplementaria de ’absurd» o, simplement, la «hipo-
tesi de I’absurd». Finalment, s’arriba a contradiccié. I, com que aixo mai
no és acceptable, en resulta com a conseqiiéncia que «no podem acceptar
alhoray el que es dona i la hipotesi suplementaria de I’absurd. Aquesta és,
doncs, falsa i, per tant, la seva negaci6 és certa —que és el que voliem
provar. Aquesta manera de procedir es coneix com el «métode per ’ab-
surd», que ja vam trobar insinuada al filosof Xenocrates de Calcedonia,
explicita a Aristotil i, implicita, a E14. Actualment s’anomena «meétode
de reduccié a ’absurd». Al llibre 1 dels FElements, que és el que ara ens
ocupa, Euclides 'usa en vuit ocasions.

Aquesta demostracié posa de manifest que «les figures dels Elements
son ideals» i estan pensades per a ajudar a la imaginacié del lector, per-
que, a vegades, sén «falses», «impossibles». Vegeu [PLA (2010), p. 56-57.

307. Es la hipotesi de I'absurd. Recordem-ho un altre cop, el darrer: su-
posem que els angles de la base @, ACB sén iguals i, alhora, acceptem
una hipotesi complementaria, «que els costats AB, AC sén diferentsy, que,
de fet, és falsa. Suposem, doncs, que la figura adjunta, que compleix les
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un és més llarg [que l'altre].3%®

Suposem que AB és més gran [que AC]
i sostraiem-hi [un segment] BD, igual al més curt AC. [E1 3309
Unim [C i D] amb el segment C'D.310
Aleshores, com que DB i AC sén iguals
i BC és comu,
els dos costats DB i BC son iguals als dos
costats AC' i C'B [, respectivament,]
i 'angle DBC ho és a l’angle ACB.
Per tant, les bases DC' i AB, i els trian-
gles A DBC'i A ACB també ho sén, [E14]
el més petit i el més gran.3!! [Nc5] g

Pero aixo és absurd. FI1cURA EI16

Per tant, atés que AB no és diferent de AC, sén iguals.3!?

I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

E17. Donats dos segments que, collocats damunt [els extrems| d’un
segment donat, es tallen en un punt; no hi pot haver cap —o0 cvoTa-

Whoovtow eml—312 altra parella de segments iguals a aquests que, col-

t,314

locats damunt [els extrems| i al mateiz costa es tallin en un altre

dues propietats alhora malgrat que sabem que sén contradictories, és pos-
sible. Es tracta, doncs, d’una figura «ideal».

308. Aqui Euclides usa la «llei de tricotomia» dels objectes geométrics
d’una mateixa naturalesa: «o sén iguals o un és més gran, o més petit,
que 'altrey, i suposa que les tres possibilitats «s’exclouen entre si».

309. Per a seguir el raonament més clarament, és aconsellable consi-
derar dos triangles separats: el triangle A ABC i el triangle A D’'B'C’,
igual —superposable— al triangle A DBC, i usar el triangle A D'B'C’
on ell usa el triangle A DBC'. Vegeu PLA (2010), p. 56.

310. Euclides diu directament: « Considerem el segment C'D», sobreen-
tenent els punts que uneix, cosa que hem adoptat (nota B0, pagina ES).

311. Aqui Euclides suposa que el triangle A DBC, en estar inclos dins
el triangle A AC'B, és més petit que el triangle A ACB.

312. Vegeu la segona part de la nota BOS. Aquesta absurditat obliga a
refusar la «hipotesi de ’absurd» i acceptar el que voliem demostrar.

313. Significa «no podem construir-hi a sobrey.

314. Es la segona vegada que usa el terme «mateix costat» o «mateixa
banday», sense que n’hagi aclarit abans el significat precis, amb indepen-
dencia del que mostra el dibuix, que, com hem dit abans, pot ser ideal.
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punt [diferent d’aquell en qué ho han fet els primers].315

[Demostracid.] Perque, si donats dos
segments AC i C'B collocats sobre el
costat AB i tallant-se al punt C,
n’hi ha més,316

hi ha dos segments més, DA i DB,
iguals als dos anteriors,

collocats sobre el mateix segment

AB i al mateix costat,

FiGura E17

que es tallen en un altre punt D.317

Es a dir, els (segments) que tenen el mateix extrem sén iguals.

O sigui, els segments CA i DA, que tenen en comi 'extrem A, sén
iguals, i els segments C'B i DB, que tenen en comu 'extrem B, tam-
bé.

Unim CD. [P1]
Aleshores, com que [els costats] AC' i AD so6n iguals,
els angles ACD i ADC' també ho sén. [E15]

Per tant, ’angle ADC és més gran que langle DCB.318 [Ne 5]

315. Es un enunciat una mica enrevessat. De fet, és un «lema» o un
«element», segons els grecs (vegeu Grécia III), per a establir el criteri
«ccey d’igualtat de triangles —E18—, o bé n’és —com veurem— un po-
risma. El que vol dir és: «Sobre un segment no podem posar-hi dos parells
de segments iguals, respectivament, que facin dos triangles diferents, és a
dir, que no tinguin el vertex i els costats comuns.»

Fixem-nos que, en aquesta proposicié, malgrat la complicacié de l'e-
nunciat, no explicita, com ha fet en els casos anteriors, el significat més
formalitzat —I’exposicio6 i 'especificacié— abans d’oferir-nos-en la demos-
tracié.

316. Hipotesi de I'absurd.

317. Fixem-nos que Euclides dibuixa el punt D a fora del triangle
AN ACB. Aixo és correcte? Ho és. Vegeu el problema @ (pagina B0).

318. Segons la figura, que és ideal, «esta inclos dins de». L’angle DCB
esta inclos dins ’angle ITC\A, que és igual a ’angle ADC. Per tant, l’angle
DCB és més gran que l'angle ADC en el sentit que conté potencialment
un angle congruent a ’angle ADC.

Aqui Euclides fa servir el principi de substituci6 —forca natu-
ral—: si quelcom és més gran que una segona cosa i aquesta és igual
a una tercera, aleshores la primera també és més gran que la tercera. De
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En definitiva, ’angle CDB és més gran que langle DCB.31? [Nc 5]
Novament, com que C'B i DB sén iguals,
els angles CDB i DCB també ho sén. [E15]
Pero haviem establert que [’angle @] és més gran [que l'angle
ﬁC’\B], cosa que és impossible.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E18.320 Si dos triangles tenen dos costats i les bases iguals, ales-

hores també tenen iguals els angles continguts —mepeleyouévny—321

pels segments iguals.>??

Siguin A ABC' i A DEF dos triangles que tinguin els dos costats AB
i AC iguals als costats DE i DF [, respectivament];
és adir, AB a DE,i AC a DF.
I també les bases
BC i EF.
Afirmo que els angles
BAC i EDF sén iguals.

[Demostracid.] Perque,

A

si apliquem el triangle

A BAC damunt el tri- ¢
angle A EDF323

de manera que el punt

B E

Ficura E18
B es colloqui sobre el

punt F ila recta BC sobre la recta EF,
el punt C' coincideix amb el punt F', ja que BC' i EF s6n iguals.

324

fet, seria una nocié comuna que no trobem ni entre les d’Euclides ni entre
les afegides. Formalment, si % =B i 2 > &, aleshores B > &.

319. Aqui Euclides usa la transitivitat de la relacié d’ordre. Formal-
ment, si A > B i B > &, aleshores A > &.

320. Es el criteri ccc d’igualtat de triangles.

321. «Abragats», participi del verb neptéyw, pels segments iguals.

322. Encara que és un porisma immediat d’E17, Euclides necessita el
moviment de triangles.

323. Es a dir, portem un triangle damunt Paltre. De fet, trasllada la
base damunt de la base i afirma que els triangles es superposen comple-
tament.

324. Novament recorre al reciproc de Nc4.
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Aleshores, BC coincideix amb EF,i BAiCA amb ED i DF.
Ja que, altrament,3?% atés que les bases BC i EF coincideixen,
si els costats BA i AC no ho fan amb els costats DE i DF siné que
se n’aparten, com ara FG i GF,
tenim dos segments donats, collocats als extrems d’un segment donat,
que es tallen en un punt,
i dos segments més donats, que es tallen en un altre punt, collocats
als extrems del mateix segment [que els dos primers],
amb la particularitat que totes dues parelles de segments sén iguals
[, respectivament).
Aixd no ho podem pas construir.32¢ [E17]
De tot plegat en resulta que si no és possible que, collocant la base
AB damunt la base EF, els costats BA i AC no coincideixin amb els
costats ED i DF,
aleshores hauran de coincidir necessariament.
Es a dir, els angles BAC i EDF també coincideixen.
Per tant,??” sén iguals. [Nc 4]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

328 t 329

E19. Volem dimidiar —8uyo tepeiv—==° un angle rectilini dona
Tenim I’angle rectilini33° W,

i volem dimidiar-lo.

[Construccid.] Prenem un punt arbitrari D del [segment] AB.

Al segment AC, fem un segment AE igual al segment AD. [E13]

325. Hipotesi de I'absurd.

326. Hem adoptat una hipotesi suplementaria falsa que ens ha portat
a una impossibilitat. No ho tornarem a repetir.

.»Tampoc no ho repetirem, pero volem recordar-ho una vegada més. Eu-
clides usa figures que sén «falses» i, per tant, esquemes mentals per a aju-
dar a la comprensi6 de la demostracié per ’absurd.

327. Recorre al reciproc de Nc4. No ho tornarem a esmentar.

328. «Tallar en dos.» Usem el verb «dimidiar» per a indicar que quel-
com «s’ha dividit per la meitaty, tal com recull el DIEC (1995) a I'entrada
corresponent.

329. Aquest problema obre la porta a la «triseccié de I'angle».

330. D’ara endavant, llevat que s’indiqui explicitament que sén d’una
altra naturalesa, entendrem que els angles sén «rectilinis» perque gairebé
tots ho sén.
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Unim DE. [P1]
Construim el triangle equilater A DEF' de costat DE. [E11]
Unim AF. [P1]
Afirmo que la recta AF dimidia ’angle BAC. &

[Demostracio.] Aixo és aixi perque AD és

igual a AE i AF és comu,

els dos costats DA i AF sén iguals [als cos-

tats] EA 1 AF [, respectivament,]

ila base DF ho és a la base EF.  [D120]
Els angles DAF i EAF son, doncs, iguals.

[E18]

D’aix0 en resulta que la recta AF' dimidia

langle [rectilini] BAC.

B

I aix0 és el que voliem demostrar. ® F
R Ficura E19
E110. Volem dimidiar un segment donat.33!
C Sigui AB un segment donat?332
T i el volem dimidiar.
3 A [Construccid.] Considerem el triangle
equilater A ABC de costat AB.  [Er1]
Dimidiem l’angle ACB amb el seg-
ment CD. [E19]
A a . 5 Afirmo que el segment AB és dimidiat
D pel punt D.333 &
F1GUra Er10 [Demostracid.] De resultes d’aixdo que
hem fet,
com que AC i CB sén iguals, [Dr120]

i CD és comn,

331. A diferéncia del que passa en ’enunciat anterior, dividir un seg-
ment en tres o més parts iguals no representa cap mena de problema si
s’accepta P 5, perque, com podem veure a Evi10, és un porisma del teo-
rema de Tales Evi2.

332. Curiosament, aqui Euclides diu: «una linia recta finita —nenepoo-
vévnv—» («completay), com si els casos anteriors no fossin segments fi-
nits.

333. Implicitament, s’accepta que la bisectriu C'D talla el segment AB.
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els costats AC' i1 CD, i BC i CD sbn iguals [, respectivament,]

i els angles ACD i BCD també.
Per tant, les bases AD i BD sén iguals. [E14]
En conseqiiéncia, el punt D dimidia el segment AB.

I aixo és el que voliem demostrar. o

E111. Des d’un punt d’un segment wvolem tirar-hi una perpendicu-
lar.334
F
Siguin AB un segment donat i 2k
C un punt del segment.33°
Volem tirar un segment per-
pendicular al segment AB des
del punt C.
[Construccid.] Prenem un punt D e 3
arbitrari D —7tuyov onpeiov 16 FicUura Erll
A—336 del segment AB
i agafem CFE igual a CD.%37 [E12 o 3]338
Ara fem el triangle equilater A FDE. [Er1]
Unim FC. [P 1]
Afirmo que el segment F'C és perpendicular al segment donat AB

pel punt donat C. &

[Demostracid.] Com que els costats DC i CE sén iguals i CF és comd,
els dos costats DC,CF i EC,CF sé6n iguals [, respectivament,]

iles bases DF i F'E també. [D120]
Per tant, els angles DCF i ECF sén iguals [E18§]

i, a més, adjacents.

334. El text diu: «Des d’un punt d’un segment, tirem una recta que for-
mi amb el segment angles rectes.» Es forca redundant, ja que, a D110 (pa-
gina [¥), aquesta recta s’anomena «perpendiculary.

335. Vegeu la nota (pagina MO3).

336. «Un punt que es trobi a.» Com és habitual als textos matematics
actuals, «un punt arbitrari». Hom sobreentén que és del segment AB. Ve-
geu la nota (pagina MO3).

337. Usa el verb xeioOou, com a D14 (pagina 7). Vegeu HEATH (1925),
volum I, p. 269, o [VITRAC (1990), p. 218, nota 71.

338. La proposicié E12 no afirma explicitament que puguem dur un
subsegment sobre un segment amb un extrem comud. En canvi, E13 si.
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Pero, quan un segment cau damunt un altre formant-hi angles ad-
jacents iguals entre si, aquests angles sén rectes. [D110]33°

Per tant, els angles DCF i ECF sén rectes.

D’aix0 en resulta que la recta C'F' és una perpendicular al segment
AB pel punt C. [D110]

I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

E112. Des d’un punt donat que no pertanyi —o6 uf €otwv €n’ adtiio— a

una recta donada infinita —eOVelov dnewpov—, volem tirar-hi un seg-

ment perpendicular.340 L E

Siguin AB una recta infinita i

C un punt exterior.34! / |

Q

Volem tirar un segment per- ‘. |
pendicular a la recta infinita | K
AB des del punt exterior C. 4 % /

[Construccic.] Considerem un
FIGURA Er12

e
=
s
S

punt arbitrari D a l'altre cos-
tat de la recta AB —énl td& gtepa pépn thic AB.342

339. Curiosament, Euclides recorda el text de la definicié D1 10.

340. En grec, diu: "Enl v dovdeicav edielay dneipov dno tob dodévtog
onuelov, & ph Eotw &’ adtiic, xadetov ebdeia ypouuny dyayeiv. Es un dels
enunciats en els quals Euclides necessita usar el caracter «infinit» de la
linia recta. Per a que? Doncs, simplement, per a aconseguir que el punt
donat es trobi per damunt la recta perque la figura sigui general. En el
cas d’un segment finit donat per endavant i d’un punt també donat per
endavant, el punt podria estar a la dreta o a I’esquerra dels extrems del
segment. Podem creure que P 2, en permetre prolongar un segment, ens
permet fer-ho fins a aconseguir un segment prou llarg perque el punt es
trobi damunt —o sota— el segment; pero, en cada cas, caldria fer-ne una
prolongacié ad hoc. L’enunciat permet a Euclides fer una demostracié ab-
solutament valida.

341. Si un punt «no és» en un segment o una linia infinita, diem que
«és exterior». Tanmateix, Euclides no precisa els conceptes de «punt d’'un
segment» i «punt exterior a un segment» o «a una recta» en cap definicié.
Els deixa a la intuici6 o al context grafic de la figura que acompanya 1’e-
nunciat i la demostracié.

342. «A T'altre costat de la recta AB» queda per a la intuicié o per a
la interpretaci6 de la figura. I aqui significa «a l’altre costat del punt C
respecte de la recta AB».
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Amb centre C i radi CD tirem la circumferéncia OEFG.?43 [P 3]
Ara dimidiem el segment EG per H. [E1, 10]
Unim CG, CH i CE.3% [P 1]
Afirmo que s’ha tirat el segment C'H perpendicular a la recta infi-
nita donada des del punt C exterior a la recta AB. &
[Demostracid.] Com que GH i HE sén iguals, i HC és comu,
els costats GH 1 HC, i EH i HC s6n iguals [, respectivament,]

i les bases CG i CFE també. [D115]
Per tant, els angles CHG i EHC' també ho soén. [Ex8]

I, a més, sén adjacents.

Pero, quan una recta [0 segment rectilini] cau sobre una altra recta
[o segment] fent angles iguals, aquests angles sén rectes,
i la recta [0 segment] que cau sobre ’altra s’anomena «perpendicu-
lary. [D110]34°

Per tant, resulta que hem tirat el segment C'H perpendicular a la
recta infinita donada AB des del punt exterior C.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

[Incis al text 1. Acabem d’establir [a E111 i 12] que, en tots
dos casos, existeix la perpendicular. Ara bé, I'anomalia que
planteja la proposicié E131, que, al nostre entendre, s’hauria de
substituir per E131’ (vegeu la nota B48, pagina [29), fa que, per
una qiiestié d’analogia, sigui interessant analitzar la «unicitat»
de la perpendicular a un segment tant a) des d’un punt exterior
com b) des d’un punt del segment.

E111"i 12", Per un punt C, a) exterior a una semirecta AB, o
b) d’un segment A'B’, només podem tirar-hi una perpendicular.
Afirmo que «només» n’existeix una.

[Demostracid.] Suposem que existeix més d'un [segment| per-
pendicular, és a dir, que podem tirar dues perpendiculars,346

343. Suposem, dbviament, que talla la recta AB en dos punts, E i G.

344. Es el primer problema que Euclides resol sense recérrer a un trian-
gle equilater.

345. Vegeu la nota (pagina [M3).

346. Es la hipdtesi de absurd.
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CHiCH' enelcas a,i C'"F i C'F', en el cas b (d’acord amb
els items a i b de la figura E111’).

¢ F F
L i
\ I
! !
! I
! I
! I
! I
v |
! I
! |
! ;
\ !
! !
' !
\ I
! 1
\ >
7 >
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Ficura Er11’

En el cas a, 'angle extern CH'B B del triangle ANCHH' és
més gran que 'angle intern oposat CH B, [E116]347
pero, ateés que CH i CH' sén perpendiculars a AB, els angles
CH'B i CHB sén rectes.

I, per tant, iguals.

Impossible!
En el cas b, unim F'F’ i raonem analogament al cas a. [P 1]

L’angle FIC'B! és igual a ’angle FC'B menys l'angle @’;
per tant, 'angle FC'B és, alhora, més petit i igual que I'an-
gle FCO'B.

Impossible!

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

D110 i P4]

E113. Si un segment rectilini cau sobre un altre formant [dos| angles,
a) tots dos angles son rectes, o b) junts®*® fan dos angles rectes.>*?
Sigui AB un segment que cau sobre el segment DC determinant els

angles CBA i ABD.

347. O bé el triangle A CHH' té dos angles rectes. Impossible (E1 17).

348. Afegirem expressié «junts» sempre que ens sembli necessari fer-
ho per qiiestions de claredat.

349. Aquesta proposicié és basica per a establir E115 (pagina [R), la
qual, de fet, n’és un simple porisma. Es un teorema. Es a dir, els objectes
geomeétrics estan donats i hem de «provar» que compleixen unes certes
propietats. Ja no tornarem a fer aquesta observacié. Els signes & i #

ho indiquen ben clarament.
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Afirmo que els angles CBA i ABD sén rectes o que junts fan
dos angles rectes.

[Demostracid.] a) Si els angles CBA i ABD sén iguals, aleshores ca-

dascun és recte. [D1 10] [ ]

b) En cas contrari,**® considerem la perpendicular BE al segment

CD pel punt B. [E111] B
Aleshores, els angles CBE i EBD 1

sén rectes. [Dr110]
I, com que ’angle CBE és igual als
dos angles CBAiABE [junts],
afegim a cadascun I'angle EBD.
Per tant, els angles CBE i EBD

son iguals als tres angles @, ABE P B ¢
i EBD. [Nc 2] Ficura E113

I, com que l'angle DBA és igual als angles DBE i EBA [junts],
si afegim l’angle ABC [a cadascun] —xowt mpooxelcdw @n Lno
ABI'—,
aleshores els angles DBAiABC [junts] son iguals als angles DBE ,
EBAiABC [junts]. [Nc 2]

Pero hem provat que els angles CBE i EBD també sén iguals a
aquests tres angles.

Per tant, els angles CBEiEBD sén iguals als angles DBAiABC.

[NC 1]351

Pero els angles CBE i EBD valen dos angles rectes.

En definitiva, doncs, els angles DBAiABC junts també els valen.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

t]352

E114. Si dos segments, tirats en un punt d’un segment [dona pero

a costats diferents [del segment], formen, amb aquest segment, angles

350. Aquesta demostracié és interessant perque és la primera en la qual
Euclides fa «disjunci6é de casos»: hi ha dos casos excloents i cal analitzar
que passa en cadascun. D’aci la disjuntiva de la conclusié de I’enunciat del
teorema.

351. Vegeu la nota B78 (pagina B9). No ho repetirem més.

352. Usa l'expressio un ént ta adta uéem. Pel que fa a les expressions «en

(1990), volum 1, p. 220, nota 75.
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adjacents iguals a dos angles rectes, els dos segments formen un unic
segment.3%3

Per lextrem B del segment AB tirem dos segments BC i BD que
no es trobin al mateix costat [de AB] i que formin angles adjacents
ABC,ABD iguals a dos angles rectes. [E113]

Afirmo que els segments BD i C'B estan alineats.

[Demostracio.] Perqué si BD no A

esta alineat amb CB,3%*

el segment BE3%® ho ha d’estar E

amb [el segment] CB.3°¢ [P 2] b
Ates que el segment AB forma, B

amb el segment CBE 357 FiGurA Exl4

els angles ABC i XB\E7 aquests angles junts valen dos angles rectes.

[E113]

Per tant, els angles @, ABE sén iguals a 5B\A7 A/@, respecti-

vament. [P 4; Ne1]
Podem sostreure ’angle CBA de cadascuna de les parelles,

i els angles que romanen, ABE i A/BB, son iguals. [Ne 3]
El petit [és igual] al gran. I aixd és impossible.358 [Nc 5]

Per tant, BE no esta alineat amb C'B.

Analogament, ho podriem demostrar per a qualsevol altre segment
diferent de BD.3%9

353. Es una proposicié que caracteritza ’«angle play, un angle que no
s’ha introduit en les definicions.

Procle comenta que la condicié «pertanyer a costats diferentsy» és es-
sencial, atés que si falla, hom pot donar un contraexemple, tal com va ob-
servar Porfiri. Vegeu el problema [3 (pagina 62).

354. Hipotesi de I’absurd.

355. Diferent del segment BD.

356. Fixem-nos novament —i per darrera vegada—en la «falsedat» del
dibuix.

357. Aqui, atencid!: les tres lletres designen un segment i no pas un an-
gle, per aixo no duen barret.

358. Clou el procés de reducci6 a I’absurd.

359. Aquesta consideracié és forga curiosa. Sembla que Euclides vol
deixar clara la naturalesa arbitraria del segment BD més enlla del di-
buix; d’altra banda, fals. Podria ser que el segment BE estigués sota el
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Per tant, C'B esta alineat amb BD.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E115. Quan dos segments es tallen formen angles verticals iguals.>6°

Considerem que dos segments AB i C'D es tallen al punt E.
Afirmo que l’angle AEC és igual a ’angle DEB.

[Demostracid.] Atés que el segment

AE cau sobre el segment CD

—en’ ﬂ’)ﬁdam—%l formant els an- D\E c
gles CEA i AED,

aquests dos angles [junts] sén iguals \\>\B

a dos angles rectes. [E113] FIGURA EI15

Analogament, com que el segment
DFE cau sobre el segment AB formant els angles AED i ﬁE\B,
aquests dos angles [junts] sén iguals a dos angles rectes. [E113]
Pero haviem provat que els angles CEA i AED també eren iguals
a dos angles rectes.
D’aix0 en resulta que les parelles d’angles C/’ﬂ,@ i A/ﬁ,
DEB sén iguals. [P4; Nc1, Nc2 o Ne 5362
Sostraiem ara ’angle AED de cadascuna [de les unions].
Aixi doncs, els angles que resten, CEAi D/E\B, sén iguals. [Nec 3]
I provem, analogament, que els angles CEB i DEA sén iguals.363

I aixo és el que voliem demostrar. ®

segment BD, atés que és la prolongaci6 del segment AB. Aleshores els an-
gles petits i grans s’intercanviarien, pero el fet que, essent diferents, fossin
iguals, no ho faria.

No repetirem aquesta mena d’observacions perque qualsevol lector
atent les veu per si mateix.

360. Com diu HEATH (192F), volum I, p. 278, nota 1: la diferéncia en-
tre «angles adjacents» i «angles verticals» respon a I’tis de les expressions
gregues €@eiic i xopupiic.

361. Literalment potser seria millor dir «és al damunt».

362. D’ara endavant, usarem Nc2 en lloc de Nc5'.

363. En aquest cas potser caldria dir que els «angles horitzontals» sén
iguals. D’ara endavant, si s’escau, els anomenarem «angles que s’opo-
sen pel vertex», com és usual actualment.
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364 Daixo en resulta evidentment que si dos segments

E115, porisma.
es tallen entre si, els angles que determinen al punt de seccié —mpog

| Topfi—3%° [junts] fan quatre angles rectes.

E116. Si prolonguem un dels costats d’un triangle, l’angle extern
—ExTOC YwVio— €s més gran que qualsevol dels interns —&vtog yw-
vio— que s°hi oposen —dmevavtiov.366
A F
Sigui A ABC' un triangle.

Prolonguem-hi un dels costats
[, per exemple,] BC finsa D. [P2]
Afirmo que I'angle extern ACD és
més gran que cada un dels angles in-
terns @ i @.367
[Demostracid.] Dimidiem el segment \
AC per E. [E110] G
Unim BFE i el prolonguem en un Ficura E116
segment fins a [el punt] F,3[P 1 i 2]
de manera que E'F sigui igual a EB. [Ex3]
Unim FC i prolonguem AC fins a G.3%? [P11i2]
Aleshores, ates que AE i EC s6n iguals, i BE i EF també,

364. De fet, no és un «porisma» —ndpiopo— en el sentit que Euclides
déna a aquest terme a Porismes: «Una classe particular de proposicions
independents que es troben entre un problema i un teorema.» Vegeu [PAP
POS (1932), p. 485 (text B 3.2a3 de Grécia III). Es, simplement, un corol-
lari que, segons Procle, és la base d’un dels resultats pitagorics. Vegeu
PLA(20164), item ¢, p. 139 i 142. Probablement, és un enunciat apocrif.

365. Ras i curt, diu: «a la seccid».

366. Euclides omet les definicions d’«angle intern», «angle extern» i
«angles oposats» d’un poligon.

367. Es un altre teorema que per la «complicitaty amb els postulats,
les nocions comunes i les proposicions ja demostrades i, alhora, per la
«simplicitat i I’evidencia dels passos», és molt aconsellable com a lectura
d’un text classic. Permet algunes reflexions. Vegeu les notes MR (pagi-
na PR) i BGR.

368. Atencié! Euclides suposa —i aixi ho reflecteix el dibuix— que el
punt F' es troba a l’interior de I'angle A/B\C, és a dir, exclou la possible
«torsion dels segments rectilinis. Vegeu la nota B (pagina [I0).

369. Aqui, en lloc de fer servir éxBeBrnodw, fa servir duiydw.
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els costats AF i EB [del triangle A AEB] sén iguals als costats CE i
EF [del triangle A C’EF]
iels angles AEBiF EC que s’oposen pel vertex, sén iguals.3 [E115]
D’aixo0 en resulta que les bases AB i F'C' sén iguals
i, de retruc, els triangles A ABE i A CFFE també.
I els altres angles [del primer triangle] ho sén [, respectivament,]
amb els altres angles [del segon triangle],
és a dir, els que subtendeixen costats iguals. [Er14]
En conseqiiéncia, els angles BAE i ECF sén igualb
Pero langle E/@ és més gran que 'angle EC’F 371 [Nc 5]
Per tant, l'angle ACD és més gran que l'angle BAE.37
Analogament, si dimidiem BC', podem provar que I’angle gC’\G,
que és 'angle @, [E115]
és més gran que 'angle ABC.

I aixo és el que voliem demostrar.?” o

E117. En qualsevol triangle, dos angles qualssevol [junts] —movtn

etohopBovéuevon—3™ sén més petits que dos angles rectes.>7

Sigui A ABC un triangle.

370. Euclides escriu «per la seva verticalitat». Vegeu la nota B63 (pa-
gina [0R).

371. Observacié important! Euclides fa servir que el primer angle és
«part» del segon i, per tant, més petit. Pero, com ho sap, que «n’és part»?
Ho sap perque el punt F' «cau» dins de I'angle @7 extern al A BAC.
Pero aqui entra en joc la torsié. El segment prolongat E'F no podria tenir
Pextrem F a l’altra banda del costat CD? Per qué no? Vegeu PLA (2010),
p- 601 61. Penseu en triangles d’una esfera —els seus costats son segments
de circumferéncies maximes de la superficie de ’esfera. Pot esdevenir-se
que el punt F' no sigui dins de ’angle ACD?

372. Vegeu la nota BIR (pagina HR).

373. Quin teorema més simple i alhora més elegant! Com ja hem indi-
cat a la nota BG4 (pagina [9) és un bon fragment per a ser usat com a
lectura d’un text classic.

374. Literalment: «presos junts de totes les maneres possiblesy.

375. Es un porisma immediat de Panterior. Només cal aplicar una nocié
comuna a la proposicié anterior. Serveix també, com ’anterior, a la qual
completa, com a lectura d’un text classic i per a veure que una proposicié
és un «element» d’una altra proposicié6 posterior en el sentit descrit a
Grécia 111, o a [PLA (2019), p. 48-51.
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Afirmo que dos angles qualssevol del triangle A ABC' junts fan
menys de dos angles rectes.

[Demostracid.] Prolonguem BC fins a D. [P 2]
Aleshores, com que l'angle ACD és un angle extern al triangle

AN ABC, és més gran que 'angle intern oposat ABC. [E116]
Afegim l’angle ACB a tots A

dos [angles].

Aleshores I’angle [suma] ACD
i ACB és més gran que els an-
gles ABC i BC A [junts]. [Nc4/]376

3

Pero els angles ACD i BCA B ¢
[junts] fan dos angles rectes. FIGURA BT [E113]

Per tant, els angles ABC i BCA [junts] fan menys de dos angles
rectes.

Analogament, podem veure que també ho fan els angles BAC i
ACB [junts] i els angles CAB i ABC [junts].

I aixo és el que voliem demostrar. ®

E118. En un triangle arbitrari, el costat més gran subtendeizr l’angle
meés gram.
Sigui A ABC un triangle en el
qual el costat AC és més gran que
el costat AB.

Afirmo que I'angle ABC és més
gran que el BCA.
[Demostracis] Com que AC és

FiGura E118

més gran que AB, fem AD igual a AB. [Ex3]
Unim BD. [P1]
Com que l'angle ADB és un angle extern al triangle A BCD,

és més gran que ’angle intern oposat DCB. [E116]
Pero l'angle ADB és igual a 'angle @,

ates que el costat AB és igual al costat AD. [E15]

376. Aqui Euclides usa indistintament les notacions ABC i CBA per
a designar el mateix angle. Vegeu les notes 272 i3V (paginesZB i(IIR,
respectivament).
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Per tant, 'angle ABD també és més gran que 'angle ACB. [Nc 5]
En definitiva, 'angle ABC és més gran que 'angle ACB.3""

I aixo és el que voliem demostrar. o

E119. En un triangle arbitrari, l’angle més gran és el que subten-

378 ¢l costat més gran.

deix
Sigui A ABC un triangle amb 'angle ABC més gran que 'angle BCA.

Afirmo que el costat AC és més gran que el costat AB.

[Demostracié.] Si no és aixi,>™
[el costat] AC és a) igual a [el costat] AB, o b) més petit.38°
a) Perd AC no és igual a AB;3%! A
ja que, [si sén iguals,] els angles ABC i ACB també
ho sén, [E15] B
382

pero [, per la hipotesi de la proposicié,] no ho sén.
En conseqiiéncia, el costat AC' és diferent del cos-

tat AB.383

Ara bé, b) AC no és més petit que AB,3%4

perque, [si ho és,] angle ABC també és més petit C
que Pangle A/C’§,385 [E118]  Frcura Er19

i no ho és [, perhipotesi].

377. Euclides usa dues notacions diferents, ACBiDCB , per a referir-
se a un mateix angle, aquell que determinen els segments BC' i CD, i
alhora (el segment) BC'i la prolongacié C'A de (el segment) C'D. A més, a
la demostracid, té en compte que ’angle ABC és més gran que l'angle
ABD [Nc5] i la transitivitat de la desigualtat (nota BI9, pagina B9).

378. Vegeu la nota (pagina E).

379. Hipotesi de ’'absurd. PROCLE (1970), § 319, edicié anglesa, p. 249—
250, i edici6 francesa, p. 273-274, n’ofereix una demostracié directa. Vegeu
HEATH (1929), p. 285-286.

380. Vegeu la nota BOR (pagina g7). Ja no la tornarem a esmentar.

381. Hipotesi de ’absurd.

382. Vegeu com juga amb les dues hipotesis: la bona i la de I'absurd.

383. Usem «diferent» alla on Euclides diu: «no igual».

384. Hipotesi de I’absurd.

385. Aquesta és una teécnica forga corrent a ’hora de provar els reci-
procs dels teoremes. Primer, es demostra el teorema directe i, després, s’u-
sa a la demostraci6é per I'absurd per a obtenir precisament ’absurd.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 113

Per tant, AC no és més petit que AB.
Pero hem vist que tots dos tampoc son iguals.
Per tant, AC és més gran que AB.

I aixo és el que voliem demostrar.386 [ )

E120. En un triangle arbitrari, dos costats junts sén sempre més grans
387
D

que el tercer. L
Sigui A ABC' un triangle. /
Afirmo que, al triangle A ABC, dos
costats qualssevol junts sén més grans
que laltre. Es a dir, \
BA i AC [junts] sén més grans que BC; /
AB i BC [junts] sén més grans que AC;
i BC' i C'A [junts] sén més grans que AB.

[Demostracio.] Prolonguem la recta AB
fins al punt D, [P 2] FIGURA EI20
amb DA igual a C'A. [E12]

386. Fixem-nos en la forma un xic barroca de la demostracié.

387. Tenim la «desigualtat triangulary», una propietat basica en qual-
sevol metrica.

Apliquem aquesta proposicié a la situacié segiient: «Tenim du-
es circumferéncies de centres i radis respectius O,r i O’,7’. Suposem que
totes dues circumferéncies es tallen en un punt A. Aleshores tenim el
triangle A OAO’.» Aquesta proposicié estableix que el costat OO’ és, ne-
cessariament, més curt que els segments OA, O’ A junts.

La proposicié esdevé, doncs, un diorisma, una condicié necessaria per
tal que una certa construccié sigui possible (vegeu PLA (20164), p. 271—
273 i el concepte de diorisma a Grécia III); en concret, perqué dues cir-
cumferéncies es tallin. «Perqué dues circumferéncies es puguin tallar, el
segment OO’ que separa els centres —la «distancia»— ha de ser més curt
que els dos radis r, 7" junts», perque si es tallen hi haura un punt A comu
a totes dues circumferéncies, de manera que r := OAir = O'A, iels
tres punts O, O’ i A formaran el triangle OAO’.

Aix0 no evita que, per a poder garantir que totes dues circumferén-
cies es tallin a E1l (pagina BH), s’hagi d’imposar un postulat que ho
justifiqui, perque no és possible recérrer a aquest resultat, que en depén
seqliencialment, com mostra (malgrat que no les contingui totes) la suc-
cessi6é d’implicacions seglient: E120 <= E15 <= E13 <= E12 < E11. Vegeu,
tanmateix, VITRAC (1990), p. 196.
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Unim DC. [P1]
Com que [el segment] DA és igual al [segment] AC,

els angles ADC i ACD sén iguals. [E15]
Per tant, I’angle BCD és més gran que 'angle ADC. [Ne 5]

I, ates que A DCB és un triangle que té 'angle BCD més gran
que 'angle W,
i 'angle més gran subtendeix el costat més gran, [E119]
BD és més gran que BC.

Pero DA és igual a AC.

En conseqiiéncia, BA i AC [junts] sén més grans que BC. [Nc4'|

Analogament, podem establir que AB i BC [junts] sén més grans
que CA, i BC i CA [junts] que AB.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E121. Si des d’un punt de Uinterior d’un triangle tirem dos segments

388 a)

a dos dels vertexs, el segment trencat que formen és més curt que

el segment trencat que formen els dos costats [no determinats pels vér-

texs elegits), pero b) tots dos determinen un angle més gran.%°

Pels extrems B i C' del costat BC

—que és un dels costats del triangle A ABC—

tirem dos segments BD i DC' que es tallen dins —évtéc— del trian-
gle.

Afirmo que a) [els dos costats] BD, DC [junts] sén més petits que
els dos costats BA, AC [junts] del triangle A ABC,
perd que b) formen un angle BDC més gran que l'angle BAC.

388. Aquesta hipotesi és necessaria. Vegeu HEATH (1925), p. 289-290.

389. Volem indicar que no és una traduccié de I’enunciat euclidia, si-
né una relectura que ens sembla menys abstrusa. Aixd no obstant, la
part explicativa que fa Euclides abans de la demostracié o de la construc-
ci6 aclareix qualsevol ambigiiitat.

El text diu: «Si dels extrems d’'un dels costats d’un triangle ixen
dos segments [interns al triangle] que es tallen en un punt de l'interior
del triangle, aleshores el segment [trencat] que formen és més curt que
el que formen els altres dos costats pero I'angle és més gran.» L’expres-
sié «es tallen» no apareix al text grec, que diu évtéc cvotad@ov. Vegeu
HEATH (1927), volum 1, p. 287, nota 2.
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[Demostracid.]

a) Prolonguem BD fins a F.3% [P 2]
Del fet que, en qualsevol triangle, dos costats son més grans que

laltre, [E120]

en resulta que, al triangle A ABF, els costats AB i AF s6n més grans
que BF.
Afegim F'C a cadascun.
Aleshores BA,AC és més
gran que BF, FC. [Nc4'] r
Novament, com que, al tri-
angle ACFD,
els dos costats CF i F'D [junts]
s6n més grans que C'D, [E120]

A

B c

. . Ficura E121
si afegim DB a cadascun,

resulta que CF, FB [junts] és més gran que C'D, DB [junts]. [Nc4/|

Perd hem vist3®! que BA, AC [junts] és més gran que BF,FC
[junts].

Per tant, BA, AC [junts] és més gran que BD, DC [junts].3? &
b) Ara bé, en qualsevol triangle, angle extern és més gran que ca-
dascun dels angles interns oposats. [E116]

Aixi, al triangle A CDF', ’angle extern BDC és més gran que l’an-
gle CFD.

Per la mateixa rao, al triangle A ABF, ’angle extern COFB és més
gran que Pangle BAC. [E116]

Perd hem vist que I'angle BDC és més gran que angle CF B.3%3

Per tant, I’angle BDC és més gran que ’angle BAC. [

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

390. Se’ns planteja la qiiestié de la possibilitat de «garantir» que la
prolongacié tallara, necessariament, el costat AC' del triangle A BAC. Ve-
geu la nota MR (pagina BX).

391. Fem servir «hem vist» en lloc d’«hem provat» sobretot quan el
fet s’acaba d’establir —de veure— dins de la mateixa demostracié.

392. Aqui Euclides recorre, implicitament, a la transitivitat de la desi-
gualtat «més gran que». Vegeu la nota BI9 (pagina H9).

393. S’usen dues expressions, CFD i 5F\B, per a designar un mateix
angle. Vegeu la nota B72 (pagina [13).
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E122. Volem construir un triangle que tingui els costats iguals [junts]
a tres (segments) donats. Cal que dos costats qualssevol siguin més
grans que Ualtre [atés que, en tot triangle, dos costats han de superar
el tercer].3%
Siguin A, B i C tres segments donats®?® dos dels quals [junts] sén més
grans que el tercer; és a dir,

A i B [junts] sén més grans que C,

A1 C [junts] s6n més grans que B,

i BiC [junts] sén més grans que A.

Es tracta de fer
un triangle de cos-
tats iguals als seg-
ments A, BiC.
[Construccid.)
Considerem una li-
nia recta DE3% li-
mitada, per un cos-
tat, per un punt
D397 i illimitada
pel costat del punt
F.398 Ficura E122

Fem ara DF igual
a A, FG igual a B, 1 GH igual a C. [E13]

394. Euclides menciona explicitament el diorisma necessari perque el
problema tingui solucié —que imposa la proposicié E120. Vegeu la nota
BX7 (pagina [13).

395. Pel que fa a la notacid, vegeu la nota (pagina HI). Ja no ho
tornarem a mencionar.

396. Recordem que, per nosaltres, el terme «linia rectay significa ‘il-
limitada’.

397. Aqui veiem clarament que els extrems de les linies sén punts.

398. Es un altre cas en el qual Euclides imposa a la recta que usa —en
aquest cas una semirecta— que sigui illimitada i, per tant, que no tingui
un dels dos extrems. Per qué ho fa? Doncs perqué desconeix com sén,
de llargs, els segments donats i desitja abracar tots els casos possibles
amb una demostracié tnica.
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Amb centre a F iradi F'D,3% tirem la circumferéncia ODK L. [P 3]
De bell nou, amb centre a G i radi GH, tirem la circumferencia

OKLH. [P 3]
Unim KF i KG. [P1]
Afirmo que el triangle A K FG s’ha construit amb tres segments

iguals [als segments] A, B, C. &

[Demostracid.] El punt F és el centre de la circumferéencia ODKL;

per tant, [els segments] F'D i FK sén iguals. [D115]
Pero F'D és igual a A. Per tant, F'K també ho és. [Nec1]
Novament, el punt G és el centre de la circumferéncia OLK H ;

per tant, [els segments] GH i GK sén iguals. [D115]
Perd GH és igual a C. Per tant, KG és igual a C.109 [Nc1]

I [, per construccid, el segment] F'G és igual a [el segment] B.

Per consegiient, els tres segments K F, FG i GK sén iguals als tres
segments A, B i C.

En definitiva, amb els tres segments KF, FFG i GK, que sén iguals
als tres segments donats A, B i C, hem construit el triangle A K F/G.401

I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

E123. Sobre un segment donat i en un punt donat del segment, volem
construir-hi un angle [rectilini] igual a un angle [rectilini donat.*
Siguin AB el segment, A el punt del segment i DCE I’angle.

Volem construir, sobre el segment AB [que serd un dels costats
de 'angle] i amb el punt A [com a vértex], un angle igual a I’angle
donat DCE.403

399. Diu: Swotipat 8¢ @ ZA, «distancia F'D», que traduim com a
«radi F'D».

400. Es curi6s observar —ja ho hem vist abans— que no respecta 1’or-
dre dels extrems a I’hora d’anomenar els segments. Diu GK i KG. Vegeu
la nota 72 (pagina BR). No ho repetirem més.

401. En aquesta demostracio, cal que 'existéncia del punt K quedi
garantida. Vegeu la nota BX2 (pagina [13).

402. Si no hi ha ambigiitat no cal especificar el caracter rectilini de
Pangle. Com varem veure a PLA (20164), p. 226227, segons Eudem, hem
d’atribuir aquest teorema a (Enopides de Quios.

403. Quan ens ha semblat adient per a clarificar el text, hem afegit pa-
raules o expressions entre claudators. Sovint, pero, com ara, ’explicacid
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[Construccid.] Considerem, sobre els segments C'D i CE, els punts
arbitraris D i £.404
Unim DE. [P1] .
Amb els tres seg- \
ments iguals als \

tres segments CD, 4 )
DE i EC, podem G
construir un trian- FIGURA E123
gle A AFG,

que tingui AF igual a CD, AG a CE, i FG a DE. [E122]405 &

[Demostracid.] Com que els dos costats DC' i CE sén iguals als dos
costats FFA i AG [, respectivament,] i la base DE a la base FG,

els triangles A DCE, A\ FAG sén iguals, [E18]
i, de retruc, els angles DCE i FAG també ho sén.406 [E18]

Per tant, sobre el segment AB i [amb el vertex] al punt A del seg-
ment, s’ha construit 'angle FAG, que és igual a Pangle DCE.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E124. Si dos triangles tenen dos costats iguals a dos costats, pero en
un, l'angle que contenen els costats és més gran que el que contenen

del text és clarissima.

404. Si se’ns doéna un angle que té un vertex i dos costats, sempre po-
dem considerar, en cada un dels costats, un punt diferent del vertex, ja
que, altrament, els costats només tindrien un punt. I Euclides suposa que
un segment té, almenys, dos punts; cosa que complementa el postulat P 1.

405. Segons E122, per a fer-ho, cal que la recta AB sigui illimitada, pe-
ro la que s’ofereix ara és un segment. Aquesta situacié, per tant, no és
exactament la que es déna en la proposici6 anterior. De fet, donat un punt,
A, iun segment, CE, sempre és possible fer una circumferéncia que tin-
gui A com a centre i CE com a radi [E12] —i amb aix06 n’hi ha prou
perque la circumferéncia talli el segment AB o la seva prolongaci6 al punt
G. HEATH (1925), p. 295, ofereix una demostracié analoga a la d’E122,
usant una semirecta. Ens sembla, tanmateix, que Euclides evita les rectes
i semirectes illimitades sempre que pot. Fixem-nos que no cal que AB
sigui una recta illimitada, perque podem determinar el punt E del costat
EC del’angle DCE de manera que C'E sigui més curt que AB [E11iE12].

406. Segons MUELLER (1981)), p. 23, és possible evitar E18. Vegeu M12
TRAC (1990), volum 1, p. 240.
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els [costats corresponents| de laltre, aleshores el primer també té la

base més gran.

Siguin A ABC'i A DEF dos triangles amb els costats AB i AC iguals

als costats DE i DF', respectivament,

és a dir, AB igual a DFE, i AC igual a DF,

i 'angle a [el vertex] A més gran que l'angle a [el vertex] D.*07
Afirmo que la base BC és més gran que la base EF.408

[Demostracid.] Com que Pangle BAC és més gran que ’angle E/D\F7

podem construir, sobre el costat DE i a partir del punt D, I'angle

EDG igual a l'angle BAC. [E123]
Agafem DG igual a un dels altres dos costats iguals, AC'i DF', [E1 3]
i unim EG i FG.1% [P1]

Aleshores, com que AB i DFE s6n iguals, i AC ho és a DG,
els costats BA,AC sén
iguals als costats ED, DG, 4
respectivament.
I els angles BAC i E/D\G7
també ho son.
Per tant, les bases BC i
EG so6n iguals. [Er4]
I, com que [els costats] ¢
DF i DG |[del triangle
A GDF] son iguals, els an-
gles DGF i DFG tambe ho sén. [E15]
Per tant, angle DFG és més gran que I'angle EGF.410 [Nc 11 5]
I, com que el triangle A EFG té 'angle EFG més gran que ’angle
EGF, [Nc 11 5]

FIGURA E124

407. Aqui usa l'expressié «angle a A» — 8¢ npog 6 o ywvie A—, on
A indica el vertex, en lloc d’usar tres lletres com fins ara.

408. Euclides fabrica un triangle A EGF que té dos costats, I'un igual
a [el segment] BC i l'altre igual a [el segment] EF'. Vol veure que el segon
és més gran que el primer i, a la demostracid, ho aconsegueix analitzant
els angles que subtendeixen aquests segments.

409. Aqui Euclides ha construit el triangle que necessita.

410. El «principi de substituciéo» garanteix que si substituim iguals per
iguals, les relacions d’igualtat i de desigualtat es mantenen.
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el costat que subtendeix ’angle més gran és més gran; [E119]
o sigui, el costat EG és més gran que el costat EF'.

Pero EG és igual a BC.

Per tant, BC també és més gran que EF. 411

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E125. Si dos triangles tenen dos costats iguals a dos costats pero un té
la base més gran que laltre, aleshores 'angle que determinen els dos
costats del que té [la base més gran| és més gran que l’angle que deter-
minen els costats iguals corresponents de ’altre [amb la base més pe-
tital.

Siguin A ABC i A DEF els dos triangles amb els costats AB i AC
iguals als costats DE i DF, és a dir, AB a DE, 1 AC a DF.

I sigui la base BC més gran que la base EF.

Afirmo que I'angle BAC és més gran que ’angle EDF.
[Demostracié.] Si no és aixi,**? o bé a) és igual, o bé b) és més petit.
a) Ara bé, angle BAC no és igual a I'angle EDF 113
ja que si ho fos, la base BC' seria igual a la base EF [Er4]
pero no ho és. A D

Per tant, ’angle BAC no és
igual a 'angle EDF.

b) Pero langle BAC tampoc
no és més petit que l'angle

ﬁ,“‘* 5 c E
perqué [si ho fos] aleshores la FiGUrA E125 F
base BC' seria més petita que la base EF', [E124]
i no ho és.
En conseqiiéncia, ’angle BAC 1o és més petit que I'angle EDF.
Pero hem vist que aquests dos angles tampoc sén iguals.
En definitiva, doncs, I'angle BAC és més gran que ’angle EDF.
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

411. Vegeu la nota 410 (pagina 119).

412. Hipotesi de ’absurd.

413. Hipotesi de I’absurd. No cal; es pot fer un raonament directe.
414. Hipotesi de I'absurd. No cal; es pot fer un raonament directe.
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E126. Si dos triangles tenen dos angles iguals a dos angles © un costat
igual a un costat, i tant se val que a) sigui el que sustenta els dos
angles —mheupdy THY Tpdc Toic Toon yovioe— com que b) sigui un dels
que subtendeiz un dels angles iguals —1nv Umotelvovoay OO plag &Y
Towv yowdv—, aleshores [els dos triangles] també tenen iguals els cos-

tats que resten, i langle restant igual a Uangle restant.*1®

Siguin ANABC i ADEF els dos triangles amb els dos angles ABC i
BCA iguals als dos angles DEF DEF i EFD [, respectivament, ]
és a dir, els angles ABC i DEF sén iguals, i els angles BCAiEFD
també ho son.
A més, [tots dos triangles| tenen un costat igual a un costat.
a) En primer lloc, els costats que sostenen tots dos angles,
o sigui, BC i EF, sén iguals.*!6
Afirmo que els costats
que resten sén iguals
[, respectivament]; és a dir,
AB igual a DE, i AC a
DF,
i/eli angﬁtque queden, B
BAC i EDF, també ho B 7 C E F
SOn. Ficura E126
[Demostracié.] Perque si AB és diferent de DE,*'7 un dels segments
és més gran que laltre.
Suposem que AB és el [costat] més gran i considerem [el segment]
BG igual a DE. [Ex3]
Unim GC. [P1]

415. Fixem-nos que, de fet, hi ha dos teoremes en un sol enunciat.

Es tracta del criteri ACA d’igualtat de triangles. En aquest cas, a dife-
rencia del que ha fet en les demostracions dels altres dos criteris d’igualtat,
Euclides ja no usa la superposicié i, per tant, evita el moviment de trian-
gles.

Procle atribueix aquest resultat a Tales i diu que li servia per a deter-
minar la distancia d’un vaixell a la costa. Vegeu [PLA (2016d), p. 71 i 76—
77,1 el text A5.2.4¢, p. 381.

416. Aqui considera un dels casos de I’enunciat.

417. Hipotesi de ’absurd.
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Aleshores, com que BG i DFE sén iguals, i BC' i EF també,
els dos costats GB i BC son 1guals als dos costats DE i E'F,
i l’angle GBC ho és a I’angle DEF.
Per tant, les bases GC' i DF, els triangles AGBC i A DEF,
i els angles restants, és a dir, els que subtendeixen costats iguals son
iguals [, respectivament]. [E14]
En definitiva, I’angle GOB és igual a 'angle DFE.
Per(‘)?/pi hipotesi —bnéxeiton Ton—,41® langle DFE és igual a

langle BCA. [Nc1]
Per tant, 'angle BCG és igual a 'angle BC A, el més petit ho és
al més gran. [Ne 5]

I aix0 és impossible.

En conseqiiencia, AB no és diferent de DFE, o sigui, tots dos seg-
ments so6n iguals.

Pero BC també és igual a EF;
per tant, els dos costats AB i BC sén iguals als dos costats DE i EF,
i angle ABC a I’angle DEF.

En conseqiiéncia, les bases AC i DF, i els angles restants BAC i
EDF sén iguals. [E14] &
b) De bell nou, els costats que subtendeixen angles iguals sén iguals,
com ara AB i DE.

Afirmo novament que els costats restants son iguals, respectiva-
ment,
és a dir, AC i DF, i BC i EF. A més, els angles restants BAC i
EDF també ho sén.

Perque si BC és diferent de EF,*' un és més gran que laltre.

Si BC és el més gran, fem BH igual a EF, [Ex3]
iunim AH. [P1]

Aleshores, com que BH i EF sén iguals, AB i DE també ho son.

I els dos costats AB i BH sén iguals als dos costats DE i EF,
i contenen angles iguals.

Per tant, les bases AH i DF, els triangles A ABH i A DEF,

418. Es la primera vegada que usa explicitament l’expressié «per hi-
potesi» per a referir-se a un fet que s’imposa dins I’enunciat.
419. Hipotesi de I’absurd.
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i els angles restants —és a dir, els que subtendeixen costats iguals—
s6n iguals [, respectivament]. [Ex14]

Per tant, els angles BHA i EFD sén iguals.

Pero els angles EFD i BOA sén iguals;*20
per tant, al triangle A AHC, l'angle extern BHA és igual a 'angle
intern oposat BCA. [E116; Nc1]

I aix0 és impossible.

En conseqiiencia, BC no és diferent de EF, o sigui, tots dos sén
iguals.

Perdo AB també és igual a DE.

Per tant, els dos costats AB i BC' sén iguals als dos costats DE i
EF, i contenen angles iguals.

En definitiva, les bases AC' i DF, els triangles A ABC' i A DEF, i
els angles restants BAC i EDF s6n iguals. [E14] &
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E127.421 Si un segment travessa —eic d0o c0Velog épnimouoa—“z

dos segments i hi fa angles alterns —tdc evodldE yoviao—323 jguals
entre si,*2* aleshores aquests dos segments son parallels.

420. Aqui Euclides no diu que aix0 sigui aixi per hipotesi.

421. Euclides prepara el cami cap al parallelisme establint una condicié
suficient dins la geometria neutral —vegeu la nota P53 (pagina B3). Ales-
hores, el problema és saber si la condicié és necessaria. Vegeu E129, que
és el primer teorema de geometria euclidiana.

422. Aqui Euclides usa la mateixa expressié que en el postulat cin-
que, que significa simplement «fer un segment transversaly.

423. Euclides no posa de manifest el caracter «intern» o «extern» dels
angles alterns, és a dir, tant sén angles «alterns» els que hi ha marcats
a la figura —que anomenem «alterns interns»— com els que se’ls oposen
pel vertex, que anomenem «alterns externs».

424. Estableix una propietat —una condicié suficient— que caracte-
ritza el parallelisme de dos segments i prepara el terreny per als teoremes
que no soén «neutrals» sind «euclidiansy, és a dir, que depenen del postulat
P 5, un postulat que fins ara no ha aparegut en escena. Vegeu la nota EZ1.

Recordem que, en general, per Euclides, les rectes sén segments. Pero,
en el cas del parallelisme, entenem que aquests segments mai no es ta-
llen per més que es prolonguin. Es a dir, si els pensem com a «rectes
illimitades», podem dir: «les dues rectes no es tallen».
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Sigui EF un segment transversal als segments AB i C'D

que hi determina angles alterns [interns| iguals, AEF i EFD.
Afirmo que [els segments] AB i CD sén parallels.*?>

[Demostracié.] Si no és aix{,2

els segments, convenientment prolongats, es tallen o en la direcci6 de

BiD oenladireccié de AiC —¢nl tac B, A pépn i émi & A, 427

longuem cap a la banda
de B, D, [P2] A =4
es tallen a [el punt] G.

a) Suposem que si els pro-
E/ B

Aleshores, al triangle ¢
AGEF, Tangle extern
AEF és igual a ’angle in- / F b
tern oposat @ FIGURA EI127
I aix0 és impossible. [E116]
Per consegiient, quan es prolonguen AB i CD, no es tallen a la
banda de B i D. 'y
b) Analogament, podem establir que tampoc no es tallen a la banda
de AiC. 'Y

Pero si dos segments no es tallen en cap de les dues direccions pos-
sibles, s6n parallels. [D123]
En conseqiiéncia, [el segment| AB és parallel a [el segment] C'D.

I aixo és el que voliem demostrar. ®

E128. Si un segment travessa dos segments i a) fa l'angle extern —é&x-
t0¢ Ywviav— igual a l’angle intern oposat —&vtog xal dnevovtiov—

425. Recordem que Euclides anomena AB «recta» i no pas «segmenty.
Nosaltres, pero, usem el terme «segment» llevat que explicitem el contra-
ri. Per aixo direm «segments parallels» i no pas «rectes parallelesy.

426. Hipotesi de ’absurd.

427. Textualment, «cap a les parts B, D, o cap a les parts A, C'». [D123]

Fixem-nos en la disjuntiva d’Euclides: «Es tallen en un costat o en I’al-
tre.» Aquesta disjuntiva no exclou que ho puguin fer en tots dos costats.
Ara bé, si tenim en compte la Nc 9’ no ho podem fer, ja que aleshores dos
segments (rectilinis) tancarien pla i aixd s’ha exclds, com hem vist expli-
citament a la demostracié d’E14.
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del mateir costat —oadtd pépn,??® o b) els interns del mateiz costat

[junts] sén iguals a dos angles rectes, els segments sén parallels.*?°

Suposem que el segment E'F travessa els segments AB i CD, i de-
termina a) 'angle extern EGB igual a 'angle intern oposat @,
0 b) els angles interns sobre el mateix costat BGH i GHD iguals a
dos angles rectes.

Afirmo que [els segments] AB i C'D sén parallels.
[Demostracid.] a) Com que [, perhi-

—

potesi] els angles EGB i GHD sén E
iguals,*?° i els angles EGB i AGH \(\
també, [Er15] A
I’angle AGH és igual a l’angle
GHD, [Nc1]

i tots dos s6n angles alterns. c b

Per tant, [els segments] AB i CD H
sén parallels. [E127] & \

F

b) De bell nou, com que els angles Ficura E128
BGH i GHD [junts] son iguals a dos angles rectes,
i els angles AGH i BGH també, [E113]
els angles BGH i GHD [junts] sén iguals als angles AGH i BGH
[junts]. [Ncli P4

Ara, de cada parella [d’angles], sostraiem ’angle BGH.

D’aix0 en resulta que els angles que romanen, GHD i AGH , s6n

iguals. [Ne 3]
I aquests [angles| son alterns.
Per tant, [els segments] AB i C'D sén parallels. [E127] &

I aixo és el que voliem demostrar. [

428. Aquests angles s’anomenen «angles corresponentsy». Fixem-nos
que 'un és intern i altre extern. Aixo és el que mostra la figura. En can-
vi, la figura no posa en relleu els angles de laltre cas.

Aquesta és una altra condicié suficient del parallelisme de dos segments
rectilinis.

429. Novament, és una proposicié doble i, com ’anterior, prepara les
propietats que determinen el parallelisme i les que, amb P 5, imposen el
parallelisme.

430. Com mostra la figura adjunta.
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A.1.1d, Les proposicions [euclidianes] d’Er

[Geometria euclidiana)*3!

E129. Si un segment cau sobre dos segments parallels, determina
a) angles alterns interns iguals, b) angles corresponents iguals,*3? i
c) angles interns del mateiz costat [junts] iguals a dos angles rec-
tes. 433

Si el segment EF travessa els segments parallels AB i C'D,*3*

afirmo que determina

a) els angles alterns AGH i GHD iguals,

b) els angles corresponents EGBiGHD iguals, i
¢) els angles interns del mateix costat

ol

[junts]
—+és a dir, els angles BGH i GHD— 4

iguals a dos angles rectes.3°
[Demostracid.] a) Perque si angle AGH

difereix de I’angle GH D,*35 aleshores un H\

dels dos és més gran.
F

Sigui AGH I’ angle més gran. FIGURA F129

Afegim I’angle BGH a cadascun
aleshores els angles AGH i BGH [junts] sén més grans que els angles
BGH i GHD [junts]. [Nc4']
Pero els angles AGH i BGH [junts] fan dos angles rectes. [E113]
Per tant, els angles BGH i GHD [junts] fan menys de dos angles
rectes.

431. A partir d’ara hi intervé el postulat cinque i comenga la geometria
euclidiana.

432. Vegeu la nota (pagina [23). L’enunciat parla d’un angle ex-
tern i d’'un angle intern oposat.

433. Aquest teorema engloba tres proposicions que recullen les tres
condicions suficients, que ara passen a ser necessaries.

434. Podriem dir «si E'F talla els dos segments AB i C'D» o també
«EF és un segment secant del parell de segments AB i C'D».

435. Observem que hi ha altres parelles d’angles alterns, corresponents
i interns del mateix costat. A més, hi hauria d) els angles externs del ma-
teix costat, perd FEuclides no en parla.

436. Hipotesi de ’absurd.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 127

Pero dos segments, prolongats de forma indefinida de la banda dels

angles que fan menys de dos angles rectes,*3” es tallen. [P 5438
Per tant, si prolonguem els segments AB i C'D, es tallen. [P2]
Pero no es tallen perque, per hipotesi, son parallels. [D123]
En conseqiiéncia, ’angle AGH no difereix de I’angle @,

i, per tant, tots dos angles sén iguals. o

¢)*39 De bell nou, I'angle AGH és igual a l'angle EGB. [E115]
Per tant, angle EGDB també és igual a langle GHD. [Nc1]

Afegim ’angle BGH a cadascun.
D’ aix() en resulta sulta que els angles EGB i BGH [junts] sén iguals als
angles BGH i GHD [Juntb] [Nc 2]
Pero els angles EGH i BGH [Junts] fan dos angles rectes. [E113]
En conseqiiéncia, els angles BGH i GHD [junts] també els fan.
[Nc1] '

I aixo0 és el que voliem demostrar.

E130. [Dos| segments paralilels a un mateiz segment sén paraliels.**°

Sigui cada un dels segments AB i C'D parallel a EF.441
Afirmo que AB també és parallel a C'D.

[Demostracio.] Sigui GK un segment que talla els segments AB i
CD.442

437. Es una variacié lleu respecte de enunciat P 5, més explicit. Vegeu
HEATH (1927), p. 312, nota 23.

438. Com ja hem dit abans, és la primera vegada que Euclides usa el
postulat dels segments parallels i, per aixo, excepcionalment, I’hem escrit
en negreta. Es tracta, doncs, del primer teorema euclidia dels Elements.

439. Euclides omet demostrar b. Pero la certesa de b s’obté aplicant a i
E115 als angles AGH i EGB per tal d’obtenir dos angles alterns —AGH
i GHD— iguals.

440. En realitat, és un porisma que es basa en ’aplicacié del resultat
anterior dues vegades i de la Nc 1 per a poder lligar la igualtat d’angles.

441. Atencid! A la figura E130, el segment EF' es troba entre els seg-
ments AB i C'D. La demostracié també és valida, si EF' no es troba entre
AB i CD? De fet, només cal convéncer-se que si GK talla AB i EF, talla
també, prolongant-lo, si cal, el segment C'D per la unicitat del segment
parallel a un segment des d’un punt, E131’ (pagina [29).

442. Podriem pensar que n’hi ha prou d’agafar punts arbitraris G i K
dels segments AB i C'D, respectivament, i unir-los [P 1].
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Ateés que el segment GK talla els segments parallels AB i EF,*43

els angles AGK i GHF s6n iguals. [E129]

De bell nou, com que el segment 4 G B
GK talla els segments parallels EF i
cD, E 1 F
els angles GHF i GKD sén iguals.

[E129] y

Perb hem provat també que els an- ¢ D
gles AGK i GHF sén 1guals FIéURA E130

Per tant, els angles AGK i GKD sén iguals [Nc1]
i, alhora, alternats. o

En conseqiiéncia, els segments AB i C'D sén parallels.*** [E1 27]
I aix0 és el que voliem demostrar. ®
E131. Volem tirar un segment parallel al segment donat que passi per
un punt donat [exterior a un segment donat].**?
Siguin A un punt donat i BC un segment donat.

443. Euclides déna per fet que la prolongaci6 GK d’un segment GH
que en talla un altre, AB, talla també qualsevol segment parallel, CD o
la seva prolongacié (figura E130). Es un porisma immediat de la unicitat
del segment parallel (E131’, pagina [29).

De retruc, GK talla EF perque es troba entre AB i CD. Si EF no és
enmig de AB i C'D, cal prolongar GK per l'extrem adequat fins a tallar
CD [P2]. Vegeu la nota B2 (pagina [2Z7).

444. Aquesta demostracié és interessant perque usa el parallelisme per
a veure que dos angles alterns sén iguals, i alhora usa el fet que els angles
alterns iguals imposen el parallelisme. Ma de mestre! L’aconsello com a
text de lectura i de meditaci6é del procés deductiu i de la manera com ju-
guen els postulats en cada cas: qué depén d’un postulat i qué no!

445. Aquesta proposicié esta fora de lloc en el sentit que no necessita
el postulat dels parallels. Si tenim en compte el problema resolt a E123,
la proposicié E131 hauria d’haver-hi anat darrere, ja que és un simple
porisma. Es un resultat ttil per a entendre el que déiem a la nota 444.

Ens podem preguntar si, de fet, el que Euclides volia demostrar aqui
no era ’«existéncia» del (segment) parallel des d’un punt exterior siné la
«unicitaty», un resultat que curiosament no es troba als Elements.

La pregunta que escau és: és possible demostrar la unicitat? La demos-
traci6 té un grau massa alt de dificultat? Les respostes respectives son: si,
és possible; 1 no, no és més dificil que altres teoremes que ja hem vist.
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Volem construir un segment que sigui parallel al segment BC' pel

punt A. A

[Construccid.] Sigui D un punt E v F

arbitrari de BC. /

Unim DA. [P1]
Ara, sobre el segment DAi B = c
al punt 4, — _——  Ficura E131
tirem un angle DAF igual a 'angle ADC. [E123]
Prolonguem el segment AF amb un segment EA. [P2] &

[Demostracio.] Aleshores, com que el segment AD, que talla els dos
segments BC' i E'F, produeix els angles alterns DAE i A/D\C’7 que
[, per construccié,] sén iguals,
resulta que el segment EAF és parallel al segment BC.

Per tant, pel punt donat A, hem dibuixat un segment EAF paral-
lel al segment donat BC.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

[Incis al text 2. E131'. Per un punt donat només podem tirar
un [segment] parallel a un segment donat.
Siguin A un punt donat i BC' un segment donat.

Afirmo: per A solament hi passa un segment parallel a BC.
[Demostracid.] D’entrada, pel punt A,

tirem un [segment] parallel EF i un [segment| perpendicular
AL a [el segment] BC.446 [E1311i 12]

N’oferim ’enunciat i la demostracié —una demostracié per ’absurd—
com a proposicié E131’ entre claudators perqué no forma part, com déiem,
dels Flements d’Euclides sind que és un incis.

Aixi, haurem demostrat les dues condicions que conté I’«axioma dels
parallels de Playfair»: «Per un punt exterior a una recta podem tirar una
[recta] parallela, i només una.»

Tots dos enunciats —el d’Euclides i el de Playfair— sén equivalents
(HEATH (1925), p. 313). Per tant, el postulat de Playfair serveix també
com a postulat dels (segments) parallels.

446. A la figura E131’, ho hem fet tirant, pel punt A, un [segment] AL
perpendicular a BC [E112] i, després, un altre AF perpendicular
a AL [E111]. Els angles alterns son rectes i, per tant, iguals [Nc4]. D’aci es
segueix que [els segments] BC' i EF —on E A és una prolongacié de AF—
sén parallels.
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Fem-ne ara un altre, GH, que passi per A diferent del seg-
ment EF.

Prolonguem el segment AL fins al segment K L. [P 2]

Com que els segments EF i GH K

sén diferents i passen per A7 H

formen I’angle @ de vértex A. g_’_‘_,—"’? - F
L’angle d’incidéncia de H A sobre !

KL al punt A esta format pels an- 5 .
I3

gles HAF i FAL que és recte. FiaURA E131/
D’aix0 en resulta que l'angle H HAL és més gran que l'angle

recte FALMT [Nc 5]

—_—
i, en conseqiiéncia, és diferent de I'angle ALB, que és recte.48

Per tant, els angles alterns que determina la secant K L sobre
la parella de segments GH i BC son diferents.

I els segments GH i BC no sén parallels, perque si ho sén,
els angles alterns interns sén iguals.*5 [E129] &)]

449

E132. En un triangle arbitrari, si prolonguem un dels costats, a) l’an-
gle extern és igual a la suma dels angles interns oposats considerats
junts, i b) els tres angles del triangle valen dos angles rectes.*>!
Sigui A ABC' un triangle.
Prolonguem un dels seus costats BC' fins al punt D. [P 2]
Afirmo que a)La&gle e/xte\rn ACD és igual a la suma dels dos angles

interns oposats CAB i ABC, ique b) els tres angles interns A/B\C,

447. Sabem que quan un segment incideix sobre un altre, els angles
que determina [junts] fan dos angles rectes [E113]. I si no sén rectes, un
és més gran que un angle recte i 'altre més petit.

448. Analogament, podiem haver considerat ’angle GAL més petit
que un angle recte.

449. Hipotesi de I'absurd.

450. Podriem usar la impossibilitat de tirar dos segments perpendicu-
lars a un segment per un mateix punt: E111’ i 12’ (incis 1, pagina [04).

451. Eudem afirma que aquest resultat es deu als matematics pitago-
rics, i Eutoci atribueix a Gemine que «els antics —ot dpydior— ja I’ha-
guessin examinat».

Novament ens trobem amb una proposicié amb dues conclusions, si bé
la segona és un porisma immediat de la primera.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 131

BCA i CAB sén iguals a dos angles rectes.

[Demostracid.] a) Pel punt C ti- A E

rem el [segment] CE parallel al

segment AB. [E131]
Com que AB és parallel a EC,

i AC talla tots dos segments,

els angles alterns BAC i ACE sén

iguals.

FiGUurA E132

Novament, atés que AB és parallel a EC
i BD és una transversal comuna a tots dos segments,
l’angle extern ECD i el corresponent ABC' sén iguals. [E129]
Pero hem vist que 'angle ACE és igual a 'angle BAC.
Per tant, ’angle total ACD és igual als dos angles interns oposats
BAC i ABC [junts]. [Nc2, iterada] A
b) Afegim a cadascun I’ angle ACB
Aleshores els angles ACD i ACB [junts] sén iguals als tres angles
ABC, BCAiCAB [junts]. [Nc 2]
Pero els angles ACDiACB [junts] valen dos angles rectes. [E113]
En definitiva, doncs, els angles [interns del triangle] @, BCA i

CAB [junts] sén iguals a dos angles rectes. [Ncl] &
I aix0 és el que voliem demostrar. A 152

E133. Els segments que uneizen [els extrems de|] segments parallels

iguals per un mateiz costat*>® també son a) parallels i b) iguals.*>*

452. Alguns autors proporcionen dos porismes d’E132. Vegeu la nota
12 (pagina 29) i lexercici I (pagina I4).

453. Es obvi que exclou el cas en el qual els extrems s'uneixen formant
les diagonals BC' i AD, com queda palés en la part explicativa.

454. El text grec diu: —&ni t& owtdpéen emlevyviovoa.

Aquesta proposicié, que conté també dues tesis, proporciona una propi-
etat dels parallelograms que s’acostuma a enunciar breument aixi: «Paral-
lels entre parallels sén iguals» —amb el benentes que es tracta de seg-
ments. Observem que si dues parelles de segments es tallen de manera
que els segments oposats que determinen siguin iguals dos a dos, els seg-
ments oposats son parallels entre si i, per tant, la figura que formen és
un parallelogram. Vegeu D1 22 (pagina EO).
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Siguin AB i CD [dos segments] iguals parallels, i AC' i BD [els seg-
ments] que uneixen [els extrems] que sén en la mateixa direccid.

Afirmo que els segments AC i BD sén B A
a) iguals i b) parallels.

[Demostracid.] Unim BC. [P1]

a) Ateés que AB és parallel a CD, D /,

i BC els talla, o Froura E133

els angles alterns ABC' i BCD sén iguals. [E129]
I [els segments] AB i CD sén iguals, i BC comd.
Per tant, els costats AB i BC' sén iguals als dos costats DC' i C'B.
I també ho s6n els angles ABC i BOD.4%
Per tant, les bases AC' i BD, i els triangles A ABC' i A BCD sén

iguals. [E14] &

b) També els angles restants sén iguals als angles restants,

és a dir, els que subtendeixen costats iguals. [E14]
Per tant, els angles ACB i OBD sén iguals.
I, ateés que la secant BC' dels segments AC i BD determina angles

alterns iguals entre si, els segments AC i BD s6n parallels. [E127]
I ja s’havia provat que sén iguals. [

I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

E134. A les superficies parallelogramdtiques —mnopoahAnAdypoulev Y-

456 a)

plov— els costats i els angles oposats son iguals entre si, i b) el

diametre —ddpetpoo—7 dimidia les superficies.

455. Euclides —o els copistes ulteriors— no sempre és curds de l'ordre
amb queé escriu les lletres. Per una qiiestié de coherencia en la correspon-
deéncia, hauria d’haver escrit DC,CB i D/\CB, respectivament. Vegeu N1
TRAC (1990), volum 1, p. 258, notes 141 i 142.

456. Es la primera vegada que Euclides parla de la superficie paralle-
logramatica i ho fa referint-s’hi com a «area». No s’hi refereix com a «li-
nia», és a dir, usant mapaAAnAéyeoupoc, fins al final de la demostracioé.
Cal observar que no I’ha definit enlloc, perdo hem d’entendre que una su-
perficie parallelogramatica «és la figura formada per dues parelles de seg-
ments parallels dos a dos». Aixi es vinculen amb la proposicié anterior. Ve-
geu HEATH (1925), volum I, p. 325, nota 1, i la nota (pagina BO).

457. No usa la paraula «diagonal» (Sixydvioc), un terme que trobem
solament a EX128. Nosaltres, pero, 'usarem com es fa actualment.
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Siguin ~—~ AC DB un parallelogram?® i BC la seva diagonal. [P 1]
Afirmo que a) els seus costats i angles oposats sén iguals entre si,

i b) el diametre BC en dimidia 1’area.*%?

[Demostracid.] a) Com que AB és parallel a CD i la recta BC' els

talla,

els angles alterns A/B>C, BCD sén iguals. [E129]
De bell nou, com que AC i BD

son parallels i BC els talla, A B

els angles alterns A/C\B7 CBD sén

iguals. [E129]
Per tant, els triangles A ABC i

A DCB tenen els dos angles XB\C,

BCA iguals als dos angles BCDi C D
CBD [, respectivament,] FIGURA F134

i un dels costats igual a un dels costats,
en concret, el costat comu a tots dos que suporta els dos angles iguals.
Aixi doncs, tenen els costats i els angles restants iguals. [E126]
I, a més, els costats AB i CD, i AC i BD s6n iguals [, respectiva-
ment,|
i també 'angle BAC ho és a I’angle CDB.
I, ates que els angles ABC i EC'\D, i CBD i ACB sén iguals en-
tre si [, respectivament,]
I’angle total ABD és igual a l’angle total ACD. [Nc 2]
Pero s’ha provat que ’angle BAC és igual a 'angle CDB.
Per tant, al parallelogram — AC DB, els costats oposats i els an-
gles oposats sén iguals. [
b) Ara afirmo que el diadmetre dimidia area.
Com que AB i CD sbn iguals, BC és com, i els dos costats AB i
BC s6n iguals als dos costats DC' i CB
i els angles ABC i BCD sén iguals,

458. Anomenarem les superficies parallelogramatiques simplement
«parallelograms» ateés que el context aclareix sempre si considerem la fi-
gura o l'area.

459. A la demostracid, les notacions no sén gaire acurades (vegeu la
nota 53, pagina [32) i hi ha un error quan anomena el parallelogram.
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les bases AC'i DB, i els triangles A ABC i A DCB també ho son.
[Er4]

Per tant, la diagonal BC' dimidia el parallelogram —mopaAAniéypo-

ppov— —~ ACDB.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E135. Els parallelograms sobre una mateiza base i entre els mateixos

(segments) paralilels sén iguals entre si.469

Siguin ~—~ ABCD i ~—~ EBCF dos parallelograms amb la mateixa

base BC i situats damunt els mateixos (segments) parallels AF i BC.
Afirmo que els parallelograms ~—~ ABCD i —~ EBCF s6n equiva-

lents. 46!

[Demostracié.] Com que — ABC'D és un parallelogram,
AD és igual a BC'. [E134]
Per la mateixa raé, EF A D L I
és igual a BC.
Per tant, AD ho és a G
EF, [Nc1]
i DFE és comn. B C
Aixi doncs, AE sencer Ficura E135
és igual a DF' sencer. [Nc 2]
Pero AB és igual a DC. [E134]
Per tant, els dos costats FA i AB sén iguals als dos costats FD i

460. Sén necessaries tres observacions. En primer lloc, aqui comenca
el cam{ que permet establir que tot poligon (convex) és quadrable, és a
dir, convertible —amb regle i compas— en un quadrat amb la mateixa
superficie. En segon lloc, en aquesta proposicié Euclides estableix que tots
els parallelograms amb una base comuna i la mateixa altura —un con-
cepte que no necessita— tenen la mateixa superficie, pero, en la segiient,
veu que no cal que la base sigui comuna, que n’hi ha prou que les bases
siguin iguals. Com a porisma, dedueix que els triangles amb bases iguals
sobre un mateix segment i vértex en un mateix [segment] parallel a la
base tenen la mateixa superficie. Tampoc li cal introduir-hi I’altura. En
tercer lloc, aqui Euclides inicia la técnica del «tangram generalitzat». Ve-
geu [PLA (201%), p. 89-100.

Curiosament, a DvI4 introdueix el concepte d’«altura» (0doc) d’u-
na figura plana, i al llibre X1 —a partir d’Ex129— 1'usa en el cas dels
solids.

461. Es a dir, tenen la mateixa area. A vegades es diu: «sén igualsy.
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DC, respectivament,
i 'angle EAB ho és a l'angle FDC, ja que sén angles correspo-

nents. [E129]
En conseqiiéncia, les bases EFB i FC, i els triangles A EAB i
A FDC soén iguals. [E14]
Traiem, de cadascun, el triangle A DGE.
Els trapezis resultants ABGD i EGCF sén iguals.6? [Ne 3]

Ara afegim a cadascun el triangle A GBC.
D’aix0 en resulta que el parallelogram complet ~—~ ABC' D és equi-
valent al parallelogram complet ~—~ EBCF .463 [Ne 2]

I aixo és el que voliem demostrar. ')

E136. Els parallelograms amb bases iguals i sobre els mateizos (seg-

ments) parallels son equivalents entre si. 6%

Siguin —~ ABCD i — EFGH dos parallelograms muntats sobre ba-
ses BC'i F'G iguals, i sobre els mateixos segments parallels AH i BG.

Afirmo que els parallelograms ~—~ ABCD i —~ EFGH sén equi-

valents.

[Demostracid.] Unim BE i CH. [P1]
Aleshores, ateés que [els segments] BC' i FG, i FG i EH s6n iguals,

respectivament, [E134]

resulta que BC i EH sén iguals. [Nc1]

Pero, a més, sén parallels.
Hem tirat EB 1 HC,

462. Recordem D122 (pagina EO).

463. Fixem-nos en el procés de tangram: —~ADCB := A AEB
—ADEG+ABGCi-—~FEFCB:=ADFC—-ADEG+ A BGC. Aixo
fa que I'inica cosa que s’hagi d’establir sigui la igualtat dels triangles
AN AEB,ADFC. Euclides ho fa usant les propietats dels parallelograms
i el fet que tinguin una base comuna. Aquests resultats li permeten jugar
amb «peces equivalentsy, ajuntant-ne unes i separant-ne d’altres. Quin en-
giny i quina elegancia!

Aquesta proposicié i la segiient sén molt adequades com a text classic
precis, clar, elegant i entenedor.

464. Es un porisma immediat de la proposicié anterior i de Nc1, si
aconseguim veure que els podem connectar amb un parallelogram comu
que tingui una base comuna amb cada un dels parallelograms donats.
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i sabem que segments que uneixen segments iguals parallels en la

mateixa direccié sén també iguals i parallels. [E133]
65

Per tant, ~—~ EBCH és un parallelogram,*

B

Ficura E136
i és equivalent al [parallelogram| —~ ABCD

perque tots dos tenen la mateixa base BC' i es troben als mateixos

(segments) parallels. [E135]
Per la mateixa rad, [els parallelograms| ~—~ FFGH i ~—~EBCH
sén equivalents [E135]
i, per tant, els parallelograms —~ ABCD i —~ EFGH també ho sén.
[Nc1]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E137. Dos triangles amb una mateiza base i [collocats] damunt els
466

mateizos (segments) parallels son equivalents.
Siguin A ABC i ADBC
dos triangles amb una ba-
se comuna BC' i que estan
collocats sobre els matei-

xos (segments) parallels

AD i BC. Ficura E137
Afirmo que els dos triangles A ABC' i A DBC' sén equivalents.
[Demostracidé.] Unim AD [P1]
i el prolonguem en les direccions de E' i de F. [P 2]
Per B tirem el [segment] parallel BE a C'A, [E131]
i per C el [segment] parallel CF a BD. [E131]

465. Com deéiem a la nota 464 (pagina [33), és el parallelogram que
connecta els dos parallelograms donats amb una base comuna amb ca-
dascun.

466. Es un porisma immediat d’E135, atés que «tot triangle girat i afe-
git a l'inicial proporciona un parallelogramy.
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Aleshores, cada una de les figures —~ FBCA i~ DBCF és un pa-
rallelogram i totes dues sén equivalents
perque tenen la mateixa base BC' i sén als mateixos (segments) paral-
lels BC'i EF. [E135]
Ara bé, el triangle A ABC és equivalent a la meitat del paralle-
logram —~ EBCA

perque la diagonal AB el dimidia. [E134]
I el triangle A DBC' és la meitat del parallelogram — DBCF

perque la diagonal DC' el dimidia. [E134]
[Perd les meitats de coses iguals també sén iguals.]467 [Nc6']
Per tant, el triangle A ABC' és equivalent al triangle A DBC.

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

E138. Dos triangles amb bases iguals collocats damunt els mateixos
(segments) paraliels sén equivalents.*68

Siguin A ABC i A DEF dos triangles amb bases BC' i EF iguals
collocats damunt els mateixos segments parallels BF i AD.

Afirmo que els dos triangles A ABC' i A DEF sén equivalents.

[Demostracid.]
Considerem el seg-
ment AD i el pro-
longuem en les du-
es direccions fins a
GifinsaH.[P1i2]

Per B tirem [el
segment] BG pa-
rallel a [el segment] CA, [E131]
i per F tirem [el segment] F'H parallel a [el segment] ED.  [E131]

Cadascuna de les figures —~GBCA i —~DEFH és un paral-
lelogram i, a més, totes dues son equivalents,

FiGUurA EI138

ja que les bases BC' i E'F s6n iguals

467. Com ja hem dit abans a la pagina B, és un afegit de Heiberg. De
fet, afirma que és una nocié comuna que data de ’época de Ted d’Ale-
xandria. No tornarem a repetir-ne ’enunciat. Solament n’indicarem 1'is.

468. Vegeu la nota (pagina [38) aplicada a E136.
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i les figures es troben als mateixos (segments) parallels BF i GH.
[E136]
A més, el triangle A ABC és equivalent a la meitat del paral-
lelogram —~GBCA, atés que la diagonal AB el dimidia. [E134]
D’aixo en resulta que els triangles A ABC i A DEF sén equiva-
lents. [Nc 6/]469

I aix0 és el que voliem demostrar. '

E139. Dos triangles equivalents construits sobre una mateiza base i
al mateix costat [de la base] estan collocats entre els mateizos paral-
lels. 470
Siguin A ABC i A DBC' dos triangles amb la base comuna BC'
i amb els vertexs al mateix costat [de la base].

[Afirmo que estan collocats entre els
mateixos parallels.]

Considerem [el segment] AD. [P 1]

Afirmo que els [segments] AD i

BC' s6n parallels.

1 , . B c
[Demostracid.] Si AD no és parallel a FIGURA 139

BC,471

per A, tirem AFE parallel a BC [E131]
i unim EC. [P1]

D’aix0 en resulta que els triangles A ABC' i A EBC sén equiva-

469. Vegeu la nota BRA (pagina [C37).

470. Aquesta proposicié i la segiient son les reciproques de les dues an-
teriors, respectivament. Es a dir, si dos triangles tenen bases iguals i sén
equivalents, els podem collocar entre els mateixos (segments) parallels
—avui dirfem: «tenen la mateixa altura». Es clar que aquesta proposicié
solament és un reciproc parcial, en el sentit que cal afegir-hi 1’expressio
«cap al mateix costat». Observem, no obstant aix0, que si haguéssim
dit «es poden collocar» entre els mateixos parallels, en el sentit que
podem fer una parella de triangles iguals als donats i collocats entre
els mateixos parallels, la condicié seria superflua. Tanmateix, aquesta
consideracié no es troba als Elements. Curiosament, no estableix aquest
reciproc per a parallelograms, que obviament és un porisma d’E141. Vegeu
el problema M3 (pagina B2).

471. Hipotesi de I’absurd.
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lents, ja que tenen la mateixa base i estan collocats entre les mateixes

paralleles. [E137]
Pero [, per hipotesi,] els triangles A ABC i A DBC sén equivalents.
Per tant, els triangles A DBC' i A EBC també ho sén, [Nc1]
el més gran ho és al més petit. I aixo és impossible. [Nc 5]

Aixi doncs, [el segment] AE no és parallel a [el segment] BC.
Analogament, veiem que cap altre segment no és parallel a BC.
D’aix0 en resulta, doncs, que AD és parallel a BC
[perque, per un punt exterior a un segment, sempre en passa un de
parallel]. [E131]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E140. Dos triangles equivalents construits sobre bases iguals i al ma-
teiz costat [de la base] estan collocats entre els mateizos (segments)
parallels.*?
Siguin A ABC'i A DCE dos triangles equivalents collocats al mateix
costat de les bases iguals BC'i CE.
Afirmo que estan collocats entre els mateixos (segments) parallels.
Considerem [el segment] AD. [P 1]
Afirmo que [el segment] AD és parallel a [el segment] BE.
[Demostracid.] Si no és pa-
rallel 473 4 D
per A, tirem AF parallel a
BE, [E131]
i unim FE. [P1]
D’aix0 en resulta que els
triangles A ABC i A FCE

sén equivalents,

FI1GurA E140

ja que les bases BC i C'E s6n iguals i estan entre els mateixos

(segments) parallels BE i AF. [E138]
[Per hipotesi,| els triangles A ABC i A DCE sén equivalents.
Per tant, els triangles A DCE i A FCE també ho sén, [Nc1]

el més gran ho és al més petit. I aixo és impossible.

472. Vegeu la nota E70 (pagina [33).
473. Hipotesi de I’absurd.
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Per tant, [el segment] AF no és parallel a [el segment] BE.

Analogament, podem veure que tampoc ho és cap altre segment
llevat de [el segment] AD.
D’aixo en resulta, doncs, que [el segment] AD és parallel a [el

segment| BE

[perqué, per un punt exterior a un segment, sempre n’hi ha un de
parallel. [E131]]
I aixo és el que voliem demostrar. a7

E141. Si un parallelogram té la mateiza base que un triangle i tots
dos estan entre els mateizos (segments) parallels, el parallelogram és
[equivalent a] el doble que el triangle.
Suposem que el parallelogram .~—~ ABCD té la mateixa base BC' que
el triangle A EBC
i que tots dos estan collocats entre els mateixos (segments) parallels
BC i AE.

Afirmo que el parallelogram — ABCD és [equivalent a] el doble
del triangle A EBC.

[Demostracid.] Considerem [el

segment] AC. [P1]
El triangle A ABC' és equi-

valent al triangle A FBC,

ja que també té la base BC

i esta collocat als mateixos FicUura E141

(segments) parallels BC i AE. [E137]
Pero el parallelogram — ABCD equival al doble que el triangle

AN ABC,

ja que la diagonal AC el dimidia. [E134]
Per tant, el parallelogram ~—~ ABC'D també equival al doble que

el triangle A EBC. [Nc2 o 5]

I aix0 és el que voliem demostrar. S

474. Segons HEATH (1925), p. 337, és una proposicié afegida.

475. De fet, aquest resultat ja s’ha establert a la primera part de la de-
mostracié d’E137, on es veu que el doble d’un triangle és un parallelogram
de la mateixa base i altura.
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E142. En un angle rectilini donat, hi volem construir un parallelogram

equivalent a un triangle donat.*"®

Siguin A ABC un triangle i D un angle rectilini donats.4”?

Volem construir un parallelogram amb ’angle rectilini DAT8 equi-
valent al triangle A ABC.

[Construccid.] A F G
Dimidiem la \a
base BC al
punt E, [E110]
iunim AFE.
i)
[Amb el ver- Ficura Er42

tex] al punt E
del segment EC, construim 1'angle CEF igual a angle D.47 [E123]

Per A tirem un segment AG parallel al segment EC, [E131]
i prolonguem [el costat] EF [de langle @] fins que talla [el seg-
ment] AF. [P2]
I, per C, tirem [el segment] CG parallel a [el segment] EF [fins
que talla AG]. [E1311P2]
Aleshores, el [quadrilater] @ FECG és un parallelogram [i és el
que busquem]. &

[Demostracid.] [Per construccid, és un parallelogram.|
Per tant, [els segments] BE i EC sén iguals. [E134]

476. Aquesta proposicié i la segilient sén simples porismes de les que fan
referéncia als triangles i parallelograms amb bases iguals i entre els matei-
xos parallels. Volem posar en relleu que aquest és un altre dels passos que
porten a quadrar una superficie poligonal plana, ja que si la podem tri-
angular, la podem convertir en un parallelogram. Només queda, doncs,
el pas de quadrar-lo.

477. Notem que Euclides usa una sola lletra per a designar ’angle. Ve-
geu la nota (pagina EI).

478. Aquesta frase significa: «La base i un costat del parallelogram fan
un angle igual a ’angle donat D.»

479. Queda pendent la qiiestié de determinar com han de ser de llargs
els costats d’aquest angle. El costat £C no importa perque ja existeix. Pe-
ro, i 'altre?
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En conseqiiéncia, els triangles A ABE i A AEC sén equivalents,
ja que tenen bases iguals, BE i EC, i estan entre els mateixos

(segments) parallels BC i AG. [E138]
Per tant, el triangle A ABC és el doble que el triangle A AEC.480
[Nc 2]

Pero el parallelogram — FFECG és el doble que el triangle A AEC,
ja que tots dos tenen la base comuna i estan entre els mateixos
(segments) parallels. [E141]

Per tant, el parallelogram — FECG és igual al triangle A ABC),

[Nc1]
i té I'angle CEF igual a I'angle donat D.

Hem construit, doncs, el parallelogram — FECG equivalent al

triangle A ABC amb l’angle CEF igual a (I’angle) D .28t

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E143. En un parallelogram, els complements —mapamhnowuato— a

Pentorn de la diagonal son equivalents.*3?

Siguin ~— ABCD un parallelogram i AC una diagonal.*83 [P1]
[Al voltant de la diagonal] AC' —nepl 8¢ v AI'—, considerem els
parallelograms —~FEH i —~FG, i [els parallelograms] —~ BK i

~—~ KD, que anomenem complements.*3

480. Es compon de dos triangles iguals i, per tant, cada un n’és la mei-
tat [Nc2].

481. Aqui Euclides diu el que hem observat a la nota E78 (pagina [Z).

482. Que entén Euclides per «complements» d’un parallelogram a ’en-
torn de la diagonal? Ho aclareix tot seguit. Fa referéncia a una de les pro-
pietats dels «gnomonsy» geometrics dels parallelograms que precisara al
llibre 11.

483. Recordem (nota B57, pagina I32) que usem «diagonal» en lloc de
«diametre».

484. Aquesta explicacié s’hauria de trobar en el grup de les definicions.
Fixem-nos que també sén parallelograms. De fet, hem trossejat el paral-
lelogram inicial en quatre parts, dues que comparteixen la diagonal del
parallelogram ~—~ ABCD, i dues que sén els complements. Fixem-nos
també que Euclides introdueix la notacié que déna solament dos vertexs
oposats del parallelogram, una notacié que, d’ara endavant, usara de ve-
gades per a indicar els quadrilaters. Volem reafirmar la conviccié de 1'as
d’una certa simbologia formalista en ’obra d’Euclides.
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Afirmo que els complements ~—~ BK i ~— K D sén equivalents.
[Demostracid.] Atés que —~ ABCD és un parallelogram i AC n’és la
diagonal,
els triangles A ABC' i A CDA sén equivalents. [E134]

Analogament, ates que —~ FH N . b

és un parallelogram i AK la dia-

Vay 7
gonal,
els triangles ANAFEK i NAHK
sén equivalents. [E134]
Per la mateixa rad, els trian- . y (

gles AKFC i A KGC també ho Ficura E143

s6n. [E134]
Ara, com que els triangles ANAFEK i AAHK, i els triangles

AKFC i A KGC sén equivalents, respectivament,

els triangles A AEK i A KGC [junts] sén equivalents als triangles

ANAHK i AKFC [junts], [Nc 2]
i els triangles sencers A ABC i A ADC' sén equivalents. [E134]

Per tant, els complements respectius — BK i —~ DK, que resten
[un cop feta la sostraccid,] sén equivalents. [Nec 3]
I aix0 és el que voliem demostrar.4®° o

E144. En un segment rectilini donat, hi volem aplicar —napaBoretv—
un parallelogram equivalent al triangle donat, segons un angle do-
nat. 486

Siguin AB un segment, A C*87 un triangle i D un angle rectilini do-
nats per endavant.

(1990), p. 273-275, en particular, sobre el fet que cal que els parallelo-
grams que hi ha damunt la diagonal tinguin un vertex comi, com s’esdevé
a la figura FE143.

486. Aqui comenca |’«aplicaci6 d’arees». De fet, s’hi ofereix I’ «aplicacié
en parabolay, que, com podem veure a [PLA (20164), p. 140 i 149, és d’arrel
pitagorica.

487. Fixem-nos que, en aquest cas, Euclides usa una sola lletra, A C,
per a referir-se a un triangle. Aixo és degut al fet que no li cal recérrer ni
als vertexs ni als costats, sind solament al triangle com a superficie.
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Volem aplicar damunt el segment AB un parallelogram equivalent
al triangle donat A C, segons un angle igual a ’angle D.
[Construccid © demostracid.] Construim el parallelogram ~—~ BEFG
equivalent al triangle A C, amb I’angle EBG igual a I’angle ﬁ, [E142]
de manera que BE estigui alineat amb AB.*8%

L R —— I
b /// //I ,’,// //I
G- B M
H A L
Ficura E144
Ara prolonguem FG fins a H48° [P2]
i, pel punt A, tirem [el segment] AH parallel a [el segment] BG o a
[el segment] EF. [E130 i 31]
Unim HB. [P 1]
Aleshores, ates s que. la recta HF talla els (segments) parallels AH
i EF, els angles AHF i HFE sumen dos angles rectes. [E129]

D’aix0 en resulta que els angles BHFiGFE [junts] fan menys de

dos angles rectes. [Nc 5]
Per tant, els segments prolongats indefinidament es tallen.9% [P 5]
En definitiva, HB i FE, prolongats, es tallen.

488. Es a dir, que en sigui una prolongacié.

489. Fixem-nos en el fet segiient: el punt H queda determinat per la
interseccié de GF' i el parallel LH. De primer, hem de tirar el parallel,
i després prolongar F'G, i si cal el parallel, per tal que es tallin. De fet,
s’ha de portar BA sobre el punt G [E13] i sobre la prolongacié del seg-
ment F'G [P 2]. Si ho fem, obtenim el punt H i, aleshores, tirem el parallel
HA. El postulat P2 diu que podem prolongar un segment amb un seg-
ment i aix0d ens permet ajuntar segments. Vegeu la nota E79 (pagina E9).

490. Fixem-nos que, de bell nou, usa el postulat cinque de forma ex-
plicita. No en té prou d’haver-lo usat en els resultats que utilitza. Li cal



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 145

Prolonguem-los. Es tallaran a [el punt] K.
Ara, per K, tirem un [segment| parallel KL a FA o FH. [E13]]
Prolonguem [els segments] HA i GB fins als punts L i M [, respec-
tivament]. [P 2]
D’aixd en resulta que ~— HLKF és un parallelogram,**! [E130]
HK n’és la diagonal,
=~ AG i = M FE s6n parallelograms,
i ~LB i -~ BF sbn els complements de ~—~ AG i —~ MEFE sobre
H K 492 *»
Per tant, —~ LB i — BF sén equivalents. [E143]
Pero [, per construccid,] el parallelogram — BF és equivalent al
triangle A C.
Per tant, el paral lelogram ~—~LB equlval al triangle A C. [Nc1]
I, com que els angles GBE i ABM sén 1guals [E115]
i 'angle GBE és igual a 'angle D, I’angle ABM és igual a 'angle D.
[Ne1]
En definitiva, el parallelogram ~— LB és equivalent al triangle do-
nat A C'is’ha aplicat damunt el segment AB segons un angle ABM
igual a Pangle D.

I aixo és el que voliem demostrar. ®

E145. Volem construir un parallelogram equivalent a una figura poli-
gonal rectilinia segons un angle donat.**3

per a poder garantir I’existéncia d’un punt d’interseccié. En aquest sentit,
podem dir que P 5 és existencial.

491. Recordem que Euclides no defineix mai qué entén per parallelo-
gram (vegeu la nota [, pagina [R) perd, com ja hem vist abans, el context
permet comprendre que és un quadrilater que té els costats oposats paral-
lels dos a dos. Vegeu el problema [2 (pagina B62).

492. Aqui s’acaba la construccid; pero Euclides no ho planteja de forma
tan nitida com en altres indrets.

493. Es a dir, I«aplicacié d’arees» —de fet, 1’«aplicacié en parabolay—
a figures poligonals arbitraries. Obviament esta lligada a la «transformaci6
d’arees» que ha de permetre «quadrar les figures poligonalsy, pero enca-
ra cal veure que un rectangle és quadrable, cosa que no trobarem fins
a En14. Es un problema additiu, en la linia de la nota EZ79 (pagina E9).
Euclides I'anomena simplement ebdbypaupov, «figurar. Es tracta de tros-
sejar la figura en triangles.
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Siguin QY ABCD la figura poligonal i £ I'angle rectilini donats
Volem construir un parallelogram, amb un angle [igual a l'angle]
donat E, igual a la figura Q ABC'D.4%4
[P1]

[Construccio.] Tirem [el segment] DB.
Sigui ~—~ FH el parallelogram equivalent al triangle A ABD,

construit a angle HKF igual a 'angle E, [E142]
i =~ GM el parallelogram equivalent al triangle A DBC

aplicat sobre el segment GH amb I’angle GHM igual a (angle)

[Er44] &
D Z 3
. F G L
A ;
C
B
K H M

Ficura E145

[Demostmcz'o ] Aleshores com que angle E és igual als angles HKF
i GHM els angles HKF i GHM sén iguals. [Nc1]

Afegim I’angle KHG a tots dos;
aleshores els angles FKH, K HG [junts] sén iguals als angles GH M,

KHG [junts]. [Nc 2]
Pero els angles FKH i K HG [junts| valen dos angles rectes. [E129]

Per tant, els angles KHG i GHM [junts] també els valen. [Nc1]

494. En realitat, és un porisma elemental d’E144, sempre que sigui
possible «triangular» la figura poligonal, que és el métode al qual recorre
Euclides. A la figura E145, la triangulacio és elemental. Apareix, doncs, el
«metode de triangulacié». La qiiestié és saber si el metode de triangulacio
val amb independéncia del nombre de costats de la figura poligonal. Es
clar que si la figura poligonal és convexa, solament cal triar un vertex
i unir-lo amb tots els altres no contigus. Que passa, pero, si la figura
poligonal és concava? Vegeu I'item a del problema B2 (pagina B64)
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Al punt H del segment GH, hem tirat dos segments K H i HM que
no es troben al mateix costat [de GH| perd que determinen angles
adjacents iguals a dos angles rectes.

Per tant, els segments K H i HM estan alineats. [E114]
I, com que el Segment H G talla els (segments) parallels KH i F'G,
els angles alterns MHG MHG, HGF s6n iguals. [E129]

Afegim 'angle H HGL a tots dos.
Aleshores, els angles M HG, HGL [junts] sén iguals als angles HGF',

HGL [junts]. [Nc 2]
Pero els angles MHGiHGL [junts] son iguals a dos angles rectes.
[E129]

Per tant, els angles HGF i HGL [junts] també ho sén. [Nc1]
Aix{ doncs, F'G esta alineat amb GL. [E114]

I, atés que [els segments] FK i GH sén iguals i parallels, [E134]

i [els segments] HG i M L també, [E134]
[els segments] K'F' i ML sén iguals i parallels. [E130 i Nc1]

Els segments KM i FL els uneixen [pels extrems].
Per tant, [els segments] KM i F'L també sén iguals i parallels.[E133]
En definitiva, —~ K F LM és un parallelogram. [D122, notal
A més, com que els triangles A ABD i A DBC sén equivalents als
parallelograms ~—~ FH i —~GM, respectivament,
la figura [poligonal] completa QY ABCD és igual al parallelogram
complet —~ KFLM. [Nc 2]
Aixi, el parallelogram ~— K F LM construit és igual a la figura po-
ligonal donada Q) ABC'D, amb ’angle FKM igual a Pangle E.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E146. Volem construir —avaypdpewy dndé— un quadrat sobre un seg-

ment donat.*?®

495. Euclides usa una expressio diferent de la que ha usat a la proposi-
ci6 E11, on feia servir la paraula grega cuctioacda, que torna a utilitzar
a Evi28 i 29 (VITRAC (1990), p. 280-281). A diferéncia de la proposicié
E11, la validesa d’aquesta proposicié —la seva demostracié— depeén de
P5. Ara bé, no esta lligada a les darreres proposicions. Hauria pogut
establir la proposicié darrere d’E135 (en realitat, d’E134), perd aquestes
dues proposicions estan intimament lligades i és normal posar-les I'una
darrere l'altra. Aquest resultat anticipa els del llibre 1v —Ila construccioé
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Sigui AB un segment donat.
Volem descriure un quadrat sobre el segment AB.

[Construccid.] Sobre AB i pel punt A,
tirem una perpendicular. [Er11]
Fem el segment AD igual a [el segment] AB. [Ex3]
Per D, tirem [el segment] DE parallel a [el segment] AB
i, per B, tirem [el segment] BE parallel a [el segment] AD. [E131]
D’aix0 en resulta un quadrat O ADEB. o L
[Demostracio.] a) Els segments AB i DE sén
iguals !
i [els segments] AD i BE també ho sén. [E134] :
Pero [els segments] AB i AD sén iguals. Dj
Per tant, els quatre segments BA, AD, DE i
EB s6n iguals. [Nc1]
En definitiva, el parallelogram ~—~ ADFEB és
equilater. ®

b) Ara veurem que els seus angles sén rectes. 4
Com que el segment AD talla els segments FIGURA E146
parallels AB i DE,
els angles BAD i ADE sén iguals a dos angles rectes. [E129]
Pero [, per construcci6,] 'angle BAD és recte.
Per tant, angle ADE també ho és. [Nc 3]
I, als parallelograms, els costats i els angles oposats sén iguals
[, respectivament]. [P4iE134]
Per tant, cadascun dels angles oposats ABE i EDA és recte.
I [la figura] [ ADEB és un rectangle. [D122] &
Pero hem vist que aquest rectangle és equiangle.
Per tant, és un quadrat. [P41iD122]
I ’'hem construit sobre el segment AB.

I aixo és el que voliem demostrar.4%% o

dels poligons regulars construibles amb regle i compas d’acord amb P 1,
P21iP3—, pero Euclides el situa aqui —com ja ha fet amb E1 1— perque
el necessita.

496. Una qiiestié que Euclides no analitza, pero que usa a bastament,
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E147. En un triangle rectangle, els quadrats de*®”

costats els segments
que formen Uangle recte*®® [junts] equivalen al quadrat de costat el
segment que el subtendeizx.

499
Sigui A ABC un triangle rectangle amb ’angle recte BAC.

Afirmo que el quadrat de la hipotenusa BC' equival als quadrats
dels catets BA i AC' [junts].

és la segiient: «Dos segments sén iguals si, i només si, els quadrats que els
tenen com a costats sén equivalentsy, de fet, iguals en el sentit de superpo-
sables. Tanmateix, aquesta afirmacié és un porisma immediat d’E14 i
E141. O bé del fet que un segment perpendicular a un segment donat
per un punt és unic. El mateix val per a rectangles —i, avancant-nos
al contingut del llibre vi, per a parallelograms semblants— de costats
iguals. Vegeu I'ftem f1 del problema B2 (pagina B1).

497. Omet el verb «construits sobrey.

498. Els «catets».

499. Es a dir, la «hipotenusay.

Heus aci el teorema de Pitagores: «La suma dels quadrats dels catets
d’un triangle rectangle —els costats que formen 'angle recte— equival
al quadrat de la hipotenusa —1’altre costat, el que s’oposa a ’angle rec-
te.» Com veurem, aquesta propietat —si s’admet P 5— caracteritza 1’or-
togonalitat dels dos costats corresponents del triangle que la satisfan. Es
a dir: «Un triangle és rectangle si satisfa el teorema de Pitagores i 'angle
recte subtendeix la hipotenusa.» Aquestes afirmacions sén les proposici-
ons E147 i 48, les quals constitueixen una cloenda magnifica del llibre 1.

Volem posar de manifest que Euclides estableix el «teorema de Pita-
gores» per metode tangram generalitzat, com algunes de les proposici-
ons precedents. Trosseja el quadrat gran —el que ha construit sobre la
hipotenusa— en dos rectangles i demostra que cada un dels rectangles
equival a un dels quadrats petits —els que ha construit sobre els catets. I
ho fa usant, com a intermediaris, triangles adequats i fent servir les pro-
posicions que estableixen la relacié que hi ha entre triangles i rectangles
amb bases iguals i entre els mateixos parallels. Per ell, és un teorema
geometric, en el sentit que no tracta les mesures numeriques siné direc-
tament els objectes geometrics que hi intervenen —els quadrats. Vegeu
la nota (pagina [50). Tanmateix, el teorema de Pitagores admet una
demostracié més simple com a porisma d’Evi8 que l’obra d’Euclides no
conté. Vegeu la nota (pagina [CA).

Aquesta proposicié és un auténtic exemple d’elegancia i simplicitat. Es
un text classic de lectura molt recomanable perque ajuda a entendre la im-
portancia del fet que una propietat sigui condicié necessaria i suficient per
a establir I'essencia definidora d’un objecte, en aquest cas geometric: del
triangle rectangle.
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[Demostracid.] Construim el quadrat O BDEC sobre [la hipotenu-
sa] BC i els quadrats 0GB i O HC®% sobre [els catets] BA i AC.5!
[E146]
Per A, tirem [el segment] H
AL parallel a BD o CFE,
[E130 i 31]
iunim AD i FC. [P1] K
Ara, ateés que els angles G .-
BAC i BAG s6n rectes, A P
els dos segments AC' i AG, " .7

que tenen un extrem al ——_/n.X

punt A del segment BA i B

no es troben al mateix cos- !

tat [del punt], generen an- I

gles adjacents iguals a dos

angles rectes. ]
En conseqiiéncia, [els |

segments] CA i AG estan

alineats. [E114] D
Per la mateixa ra6, BA i

AH també ho estan. [E114]
Els angles DBC i FBA sén iguals perque tots dos sén rectes. [P 4]
Si afegim, doncs, 1'angle ABC a cadascun,

resulta que els angles totals DBA i FBC sén iguals. [Nc 2]
Per tant, com que [els segments] DB i F'B son iguals a [els seg-

h__________________

Ficura E147

ments] BC' i BA, respectivament,

els dos costats AB i BD s6n iguals als dos costats FB i BC' |, res-

pectivament,|°0?

500. Euclides usa la notacié indicada a la nota (pagina [@37). Tan-
mateix, no hi ha mai confusié: el text sempre és prou clar per a evitar
qualsevol ambigiiitat.

501. Fixem-nos en 'aspecte eminentment constructiu d’aquesta pro-
posicié. En la proposicié anterior, ha establert que, donat un segment,
podem construir un quadrat que el tingui com un dels costats. Per tant,
els quadrats existeixen en tots els casos.

502. Al text grec hi ha una inversi6 de la correspondéncia, ja que hi
trobem «FB i BC».
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i els angles ABD i FBO sén iguals.53
D’aix0 en resulta que les bases AD i C'F,
i els triangles A ABD i A FBC soén iguals. [Exr4]
Ara bé, el parallelogram ~— BL és el doble del triangle A ABD, ja
que tots dos tenen la base BD comuna i es troben entre els mateixos
(segments) parallels BD i AL. [E141]
I el quadrat [0 BG és el doble del triangle A FBC,
ja que tenen la base comuna BF i es troben entre els mateixos

(segments) parallels BF i CG. [E141]
[Ara bé, els dobles d’iguals sén iguals. [Ne 5]
Per tant, el parallelogram ~— BL i el quadrat (O BG s6n equiva-

lents. [Nc1]
Analogament,®®* si unim AE i BK, [P 1]

veiem que el parallelogram — CL i el quadrat O CH sén equiva-
lents.

En conseqiiéncia, el quadrat sencer (1 BDEC, que es compon dels
parallelograms BL i CL, és equivalent als dos quadrats 1GB i HC.

[Nc 2]

Perd, els quadrats O BDEC, OGB i O HC, els hem construit®%?
sobre [els segments] BC, BA i AC, respectivament.

En definitiva, el quadrat de costat la hipotenusa BC' és equivalent
als quadrats de costats els catets BA i AC [junts].

I aixo és el que voliem demostrar.??6 ®

503. Val la pena fixar-se en el fet que Euclides usa indistintament AB i
BA per a designar un mateix segment, i FBC i CBF per a designar un
mateix angle. El vertex, pero, és la lletra del mig en tots els casos. Vegeu
les notes 272 i B70 (pagines BY i [, respectivament).

504. El raonament és exactament el mateix.

505. Recordem que Euclides diu «I’hem descrit», pero ens sembla més
clar dir «’hem construit».

506. Voldriem insistir en el metode tangram usat per Euclides. D’una
banda, descompon el quadrat gran [0 BE en dos rectangles determinats
per la prolongacié AL de la perpendicular de A sobre la hipotenusa BC),
i obté dos rectangles [ ] BL i[ ] CL. I veu que aquests rectangles equiva-
len a dues vegades els triangles A ABD i A ACE, respectivament. Pero,
d’altra banda, els quadrats O AF i 0 AK també sén dues vegades els
triangles A ABD i A ACE, respectivament. I resulta que aquestes sén,
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E148. Si, en un triangle, el quadrat d’un dels costats és equivalent

als quadrats dels altres dos costats [junts], 'angle que formen aquests

dos costats és recte.”07

Suposem que, al triangle A ABC, el quadrat de costat BC' equival

als quadrats de costats AB i AC.5%8 ¢
Afirmo que I'angle BAC és recte. /

[Demostracio.] Per a veure-ho, pel punt A ti-

rem la perpendicular AD al segment AC,%%9

[E111]
fem AD igual a AB [E12] .
i unim DC. [P1] D:',,,,,,,,,,,A -
Ates que [els segments] AD i AB sén FIGURA E148

iguals,
els quadrats de costats AD i AB sén equivalents, respectivament.®'°
Afegim el quadrat de costat AC' a cadascun.

D’aixo en resulta que els quadrats de costats AD i AC' sén equi-

valents als quadrats de costats AB i AC. [Nc2]
Pero el quadrat de costat C'D és equivalent als quadrats de costats
AD i AC [junts] perque angle CAD és recte. [E147]

I, per hipotesi, el quadrat de costat BC' és equivalent als quadrats
de costats AB i AC [junts].5!!

precisament, les peces del trencadis tangram. Quanta elegancia i geniali-
tat!

Aquesta demostracié és preeudoxiana i evita la teoria de la proporcié.

507. Es el reciproc de 'anterior i, per tant, el «teorema de Pitagores»
caracteritza el triangle rectangle, és a dir, serveix per a definir-lo.

508. Euclides usa la nomenclatura «costats» per als «catets». L’altre
costat, «la hipotenusay, 'anomena «l’altre costat» o «el costat que que-
day. Nosaltres, pero, com hem procedit fins ara, usarem la nomenclatura
que fa el text més aclaridor: «catets» i «hipotenusa», respectivament.

509. Caldria dir «de ’altre costat», perque si no, s’haurien de distingir
els casos: a) AD cau dins del triangle A ABC donat, o b) AD cau fora. El
que fa Euclides simplifica la figura E148 pero no és essencial. Per que?

510. Vegeu la nota 098 (pagina [43).

511. Sempre és un bon exercici, fixar-se en quin punt i de quina ma-
nera s’usen les hipotesis, tant les generals —els postulats— com les que
s’inclouen en ’enunciat de la proposicié. Totes son «elements» centrals i
indispensables de la demostracié.
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Per tant, el quadrat de costat C'D és igual al quadrat de costat BC'
[Nc1i2]
i, en conseqiiéncia, els costats C'D i BC sén iguals.?1?
Aleshores, com que [els segments] AD i AB sén iguals, i [el seg-
ment] AC és comtl,

els dos costats AD i AC sén iguals als dos costats AB i AC, respec-

tivament,
iles bases CD i BC s6n iguals.
En definitiva, els angles CAD i CAB sén iguals. [Ex8]
Pero 'angle CAD és recte.
Per tant, Pangle CAB també ho és. [Nc1]
I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

A.1.2 Llibre segon: EI1

Comentaris al llibre 11. El llibre 11 tracta del que actualment
s’anomena «geometria algebritzada». Algi prefereix usar el ter-
me «algebra geometritzaday; pero aquesta expressio, propia de
la matematica més oriental, no ens sembla adequada,®? ja que
el métode numeric no és, en absolut, el que s’usa als FElements
per a resoldre les qiiestions de geometria.

En termes geometrics, el llibre conté el que, en termes nu-
mérics, coneixem com a «identitats algebriques».®'4 Entre al-

512. Aqui Euclides usa el fet segilient: «Si dos quadrats son iguals, els
costats també ho han de ser.» Vegeu la nota EUA (pagina [ZR).

513. A la primera part de la Historia —la matematica egipcia i meso-
potamica, PLA (20164)—, hem vist que resolien els problemes geomeétrics
com si fossin aritmeétics, de forma numerica amb técniques algébriques, si
bé aquest concepte encara no s’havia creat i s’hauria d’esperar forga temps
perque es creés.

514. De fet, s’estableixen amb la metodologia del tangram generalitzat,
que consisteix a «constatar ’equivalencia de superficies formades amb
peces de formes diverses pero de la mateixa superficie», és a dir, peces
equivalents no necessariament superposables.

Es una metodologia que ja ha usat abans al llibre 1; per exemple, a E135
i E147.

.2
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tres resultats, s’hi estableix I'’equivalencia —amb el tangram—
d’un quadrat el costat del qual és la suma®!® o la diferéncia de
dos segments, o d’un rectangle de costats la suma i la diferéncia
de dos segments.?16

D’aquests primers resultats d’indole técnica, se’'n dedueixen
uns altres de molt més interessants per a la concepcié geome-
trica grega; per exemple, I’aplicacié d’una superficie donada en
un segment donat «per excésy» —teécnicament, «en hiperbola»
(UmepBohny) —, 0 «per defecte» —teécnicament, «en ellipse» (EA-
)\ELLI)LQ).E)N

La lectura algebrica d’aquesta tecnica, que arribara a Occi-
dent a través de la matematica arab, correspon a la «resolucié
d’equacions de segon grau». Al llibre 11 es resol el problema se-

515. Vegeu E114.

516. D’acord amb la mentalitat grega, en les expressions segiients,
expressades amb terminologia algébrica, hem d’entendre que a,b,c,...
abreugen els segments AB,CD, EF,..., perqué la geometria grega no
tracta de les mides (nombres) dels objectes geomeétrics sind dels seg-
ments i les superficies (els objectes geomeétrics en si mateixos). Aixi ho
expressarem i ho entendrem en cada una de les proposicions concretes
[En1,2,3,4,5,6,7,8,9 i 10]. Ara bé, si pensem a,b,c,... com si fossin
nombres, el que fem és apropar-nos a la mentalitat algébrica d’arrel
arab. En sintesi, aquestes deu proposicions enuncien i demostren els 1li-
gams segiients entre superficies de quadrats i rectangles:

Eunl. m(a+b+c+...)=ma+mb+mc+...

Eu2. (a+b)a+ (a+b)b=(a+b)>

Eiu3. (a+b)b=ab+ b

E11 4. (a—&—b)2 =a?>+ b2 +2ab.

E5. ab+ (482 —b)* = (4£2)%, 0 bé (a + B) (a — B) = a® — 2.

Ei6. (2a+b)b+a® = (a+b)% 0 bé (a+B) (o — p) = a® — g%

Eiu7 (a+b?*+a®>=2(a+bat+b? 0béa®+p>=2a8+ (a— B)>

Eus. 4(a+b)a+b*=((a+b)+a)*,0bédap+ (a—p)>%=(a+p)>.

E9. a® +b% =2 Q(GT“’)% (=2 fb)Q) L0 bé (a+B)’ + (a—B) =
=2(a? + B?).

Ei10. (2a +b)* +b* =2 (a2+(a+b)2) ,obé (a+B) 4+ (a—pB)?* =
=2 (a2 + 52)

517. Recordem que, en la proposicié E144, hem vist I’aplicaci6é «justa»
o, técnicament, «en parabolay» (nopaBoAf). Vegeu la pagina [23.
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giient: «Doneu un segment i una superficie (poligonal),>!® i apli-

queu, al segment donat, un rectangle que tingui la mateixa su-
perficie que la superficie donada; pero feu-ho de manera que
un dels costats no abraci tot el segment o en sobresurti.»°™ En
la mentalitat grega, cal determinar, doncs, un punt del seg-
ment donat o de la seva prolongacié usant solament segments
rectilinis i circumferéncies,??? les tiniques eines de construccié
permeses als Elements.

En aquest llibre també es resol el problema que consisteix a
«dividir un segment en mitjana i extrema raé».°?! S’hi demostra
el teorema «general» de Pitagores o «teorema del cosinusy, és
a dir, el lligam que hi ha entre els quadrats de dos costats d’un
triangle arbitrari i el quadrat del tercer.’?? I, per fi, a Eir14
s’estableix que «qualsevol superficie rectilinia és quadrabley.

Observem, doncs, que el llibre 11 —com el primer— posa fi a
un dels problemes plantejats en 1’escola pitagorica: la «quadra-
tura de les figures poligonals».523 Es curiés observar que les du-
es definicions que s’hi ofereixen ja han aparegut, explicitament
la primera i implicitament la segona, al llibre 1.? I, encara
més: a la proposicié E144,5%% en que Euclides basteix un paral-
lelogram amb un angle donat equivalent a un triangle donat,
en construir-lo mostra 1’«existencia» del parallelogram i ho fa

518. Usarem, indistintament, els termes «superficie» i «area» —llevat
de 'expressio ja classica «aplicacié d’arees». Entenem que el terme «area»
té un component més aritmeétic (numeéric) que no pas «superficie» (que el
té més geometric) —vegeu les entrades corresponents al [DIEC (1995)—,
pero, en la mentalitat geometrica grega, també hi ha vegades en que es
parla de la superficie com a objecte i unes altres en qué es concep com a
«extensié» concreta, o sigui, com a «area».

519. Vegeu E115 i 6.

520. Colloquialment, diem «usant regle i compas».

521. Vegeu Em11.

522. Vegeu E1112 i 13.

523.[PLA (2016¢), item e, p. 139 i 144, respectivament.

524. Vegeu les notes 630 i 633 (pagines i [0, respectivament).

525. Vegeu la nota BI7 (pagina I54).
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amb ’aplicacié en parabola, és a dir, determinant la quarta pro-
porcional de tres segments donats de manera implicita.®26

A més, aquest llibre deixa ben clares tres coses: que esta
intimament lligat al llibre 1, que respecta ’ordre historic de les
proposicions i que evita la teoria de la proporcié usant, sempre
que pot, el meétode tangram (tant en els problemes com en els
teoremes). Per aquesta rad, conté resultats que retrobarem al
llibre vI, que,’?” usant la teoria de la proporcié i el teorema
de Tales, generalitza 1’aplicacié d’arees i mostra que es poden
construir les tres aplicacions: en parabola, en ellipse i en hipér-
bola; estableix ’existéncia de la tercera, la quarta i la mitjana
proporcional, i la mitjana i extrema rad; i proporciona els ele-
ments necessaris per a generalitzar el teorema de Pitagores.5?

El llibre 11 és el més breu de tots.’?? Solament conté dues
definicions i catorze proposicions.

A.1.2a Les definicions d’Emn ("Ogot)

Dii1. Tot parallelogram rectangular®’ estd contingut —nepiéyeo-
Yo— en dos dels segments rectilinis que formen I’angle recte.?3!

526. De forma explicita, pero, ho fa a Evi12 i dins la geometria eucli-
diana, és a dir, usant P 5. Ens podem preguntar si, de fet, hi estableix,
també, de forma implicita, el teorema de Tales, que historicament s’hau-
ria de collocar en aquesta primera part de I’obra. Vegeu el problema B2
(pagina B3).

527. El teorema de Pitagores també es pot obtenir, d’una manera apa-
rentment més simple, amb la teoria de la proporcié (nota B99, pagina [Z9).

528. Estableix un resultat trigonometric: el teorema del cosinus.

529. Podria haver estat incorporat al llibre 1, pero hi ha dues raons per
a no fer-ho. La primera, d’ordre practic: no fer el llibre I excessivament pe-
sat, ja que és el més llarg després del X. La segona, d’ordre metodologic, és
molt més interessant i ja I’hem indicat abans: tancar el llibre I amb el teo-
rema de Pitagores. Vegeu la nota (pagina [29).

530. Aquest terme que ara anomena ToEUAANAGYEUUUOV dpTYOYOVIOV ja
I’havia definit a D122 amb 'expressié étepdunxec.

531. Malgrat que Euclides diu «el rectangle contingut en A i BC»
—067TL 10 Ono vV A, BI' nepleyovévov 6p0oydviov—, nosaltres parlarem
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Di12. En tota superficie parallelogramatica,’>? qualsevol parallelo-

gram al voltant de la diagonal —8iduetpoc— més els dos complements

s’anomena gnomon —yvouwy.’33

A.1.2b Les proposicions d’En

[La geometria algebritzadal

Eirl. Si tenim dos segments i un es divideiz en un cert nombre de

534

parts [subsegments],>** el rectangle format pels dos segments [donats]

és equivalent al rectangle format pel segment integre i cada una de les
parts [del segment dividit].>*>

Siguin A i BC els dos segments donats.536

del «rectangle format o determinat per A i BC» o, millor encara, com
es fa actualment, del «rectangle de costats A i BC'» o, encara més simple,
del «rectangle A, BC'», amb el benentés que tots dos costats sén perpendi-
culars. Hi ha autors que ho simbolitzen amb el producte i escriuen Ax BC.
Nosaltres preferim simbolitzar-ho, si s’escau, pel «rectangle [ ] (A, BC)».

532. Es tracta d’un «parallelogram». Farem servir aquest terme usual-
ment, malgrat que Euclides s’hi refereixi amb ’expressié «superficie o fi-
gura parallelogramatica», mopahAnhoypduuou ywelou.

533. Aquest concepte I’ha introduit, de forma indirecta, al «teorema
del gnomony, a E143.

Segons Herodot, els grecs heretaren aquest concepte dels mesopota-
mics. Vegeu PLA (20164), p. 372.

534. Més endavant (als llibres v i viI), ’expressié «parts» adquireix un
significat propi. Pero, en general, usada colloquialment, no provoca cap
malentés. Per tant, la usarem aixi quan calgui per a evitar l'expressio
«subsegment». En tot cas, aquests subsegments o parts comparteixen amb
el segment original un extrem. L’altre extrem és interior al segment.

535. S’hi estableix, more geometricum, la distributivitat del producte
damunt la suma.

Val la pena observar que Euclides no usa mai aquesta proposicié.
Heath ofereix un cami alternatiu per a les demostracions. Vegeu [HEATH
(1925), volum 1, p. 377, i també la nota (pagina [HY).

536. Observem que, novament, Euclides usa una sola lletra —en aquest
cas, la A— per a designar un segment. I ho fa quan no li cal recérrer als
extrems del segment. Vegeu la nota (pagina £).

p. &2
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Considerem que hem tallat [el segment] BC' pels punts arbitraris
DiE.

Afirmo que el rectangle format pels (segments) A i BC' és equiva-
lent als rectangles de costats A1 BD, Ai DE,i Ai EC [junts].?®"
[Construccic.] Per B, tirem el segment BF' perpendicular a BC. [E111]

Sigui BG igual a A.

[E13]

Per G, tirem GH pa-
rallel a BC, B D L C
i, finalment, per D, E i ! !
C, tirem DK, EL i CH i i
parallels a BC'. [E131] & ‘
[Demostracid.] Alesho- !
res, el rectangle [ 1 BH
és equivalent als [rec- FicuRrA Eirl
tangles] [ BK, [ DL i[ ] FH [junts], [D111]
i el rectangle] [] BH té els costats A i BC, ja que, d’una banda,
esta format per BG i BC i, d’una altra, [el segment] BG és igual a
[el segment] A.538

Pero [ ] BK és el rectangle de costats A i BD,
ja que esta format pels costats BG i1 BD, i BG és igual a A.

I el rectangle [ ] DL és el de costats A i DE, atés que DK és [igual
a] BG, [E134]
que és igual a A.

Analogament, [ ] EH és el rectangle de costats A i EC.

Per tant, el rectangle de costats A i BC és igual als rectangles de

costats Ai BD, Ai DE,i Ai EC [junts]. [Nc1]
I aix0 és el que voliem demostrar. ®
537. Formalment, [](A,BD + DE + EC) = [](A,BD) +

[1(A,DE) +[](A, EC) o, expressat d’una altra manera, A x (BD +
DE+EC)=AXxBD+AxDE+ AxCE.

538. Euclides no diu enlloc que els rectangles amb un costat comu i ’al-
tre igual s6n equivalents. Ara bé, podem recérrer naturalment a E135, o bé
podem descompondre cadascun dels rectangles en dos triangles rectangles
i constatar que els triangles rectangles respectius sén iguals [E14 i Nc2].
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E112. Si un segment es talla arbitrariament [en dos|, els rectangles que

forma el segment donat amb cadascuna de les parts [junts| equivalen

al quadrat construit sobre el segment donat [sencer].?3?

AB.

Afirmo que el rectangle de costats AB i BC'
més el rectangle de costats AB i AC' és equi-
valent al quadrat de costat AB.540
[Demostracid.] Siguin O ADEB el quadrat de
costat AB, [E146] D & B
i C'F el [segment] parallel a un [dels segments] FIGURA EI12
AD, BE per C. [Er30 1 31]

D’aix0 en resulta que [el quadrat] O AFE és equivalent a [els rectan-
gles] (JAF i[]CE [junts].

Pero O AFE és el quadrat de costat AB;

[]AF és el rectangle de costats AB i AC, ja que té els costats AD i
AC, i AD és igual a AB. [D111]

A més, [JCF és el rectangle de costats AB i BC, ja que BE és
igual a AB.54

Per tant, el rectangle de costats BA i AC' juntament amb el rec-
tangle de costats AB 1 BC' és igual al quadrat [J AB. [Dir 1]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Sigui C' un punt arbitrari que talla el segment A C

E13. Si un segment es talla arbitrariament [en dues parts], el rectan-
gle format pel segment sencer i una de les parts és equivalent al rec-

539. Es un porisma immediat de I’anterior, ja que les dues parts del
segment donat [juntes] donen el segment donat. I, aleshores, el rectan-
gle «sumay és un quadrat. Pero Euclides en fa una demostracié ad hoc.
A més, implicitament, ja ’ha usat en la proposicié E147, en qué el qua-
drat de la hipotenusa queda trencat en dos rectangles determinats per la
prolongacié de la perpendicular de ’angle recte a la hipotenusa.

540. Formalment, AB? := AB x (AC + BC) = AB x AC + AB x BC.
De fet, apliquem Eirl al (segment donat) AB i (als seus talls) AC i
CB. Aixi obtenim el rectangle total 0 AE. Només hem de veure que els
segments AC'i C'B junts sén iguals al segment AB, cosa que és immediata
per la naturalesa del punt C'. La definicié D122 acaba la demostracié.

541. Vegeu la nota 638 (pagina I58).
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tangle format per les [dues] parts juntament amb el quadrat de la part
[considerada abans).
Sigui C' un punt arbitrari que talla el segment AB.

Afirmo que el rectangle de costats AB i BC és equivalent al rectan-
gle de costats AC' i BC juntament amb el quadrat de [costat] BC'.542

[Demostracid.] Considerem el qua- 4 c B
drat OCDEB de costat BC, [E146]
i prolonguem ED fins a F.543 [P 21 5]
I, per A, tirem [el segment] AF
parallel al [segment] CD o al BE.
[Er30 i 31]
D’aix0 en resulta que [el rectangle]
[JAE és igual al [rectangle] []AD
i[el quadrat] OCE [junts].  [Eml]
Ara bé, el rectangle [] AF és el rectangle de costats AB i BC,
ja que estd determinat pels costats AB i BE, i [els segments] BE i
BC s6n iguals. [D111]
Pero el quadrat 00 BD s’ha construit sobre [el segment] BC,
el rectangle [] AD és el rectangle de costats AC i BC, i [els segments]
CD i BC s6n iguals.
Per tant, el rectangle de costats AB i BC' és igual al de costats
AC' i BC juntament amb el quadrat de costat BC. [Nc1i?2]

I aixod és el que voliem demostrar. S

F D E
FIiGUuraA E113

Err4. Si un segment es talla arbitrariament [en dos], el quadrat sobre
el segment sencer equival als quadrats de costats cada una de les parts
[del segment] i dues vegades el rectangle determinat per aquests dos
segments [junts].?*d

Sigui C' un punt arbitrari del segment AB.

542. Formalment, AB x BC = (AC 4 BC) x BC = AC x BC + BC?.

543. En realitat, DF' és igual a AC, que esta determinat.

544. Es curiosa aquesta demostracié. Hauria estat millor considerar el
rectangle [ ] AFE, dividir-lo en dues parts amb el segment parallel CD a
AF o BE i aplicar E1r 1.

545. El text grec diu: «El rectangle contingut en els segments dues ve-
gades.» Vegeu HEATH (1925), volum I, p. 380, nota 2.
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Afirmo que el quadrat de costat AB equival als quadrats de cos-
tats AC' i BC' juntament amb el rectangle de costats AC i BC' dues
vegades.?46

[Demostracié.] Considerem el quadrat 4 ¢ B

O ADEB de costat [el segment] AB. [E146]
Unim BD. p1) Hp %
Pel punt C' [del segment AB] tirem el ,

[segment] CF parallel a AD o EB, L7

i pel punt G [del segment CF]547 4

el parallel HK a AB o DE. [E1301i 31] .

a) Aleshores, com que C'F és [un segment] D FF
parallel a AD i [el segment] BD els talla FIGURA E1r4

tots dos, 'angle extern CGB és igual a I'intern oposat ADB. [E129]
Pero els angles ADB i ABD sén iguals, ja que els costats AD i

LK

AB [del triangle A BAD] sén iguals. [E15]
Per tant, els angles CGB i GBC sén iguals®® [Nc1]
i, de retruc, els costats CB i CG també ho son. [E16]
Pero [els segments] CB i CG s6n iguals a [els segments] GK i KB,
respectivament. [E134]
Per tant, [els segments] GK i KB també sén iguals [Ne 1]

i el quadrilater @ CGK B és equilater.

b) Afirmo que [el quadrilater & CGK B] també és un rectangle.
Ates que [els segments] CG i BK sén parallels [i el segment C'B els

tallal,

els angles KBC i GOB sén iguals a dos angles rectes. [E129]
Pero [, per construccid,] 'angle KBC és recte.
Per tant, I’angle BCG també ho és.
I, aixi, els angles oposats CGEK i GK B també ho sén. [P4iE134]
En conseqiiéncia, [el quadrilater] @ CGK B és un rectangle. [D111]
Pero hem vist que també és equilater.

546. Formalment, AB? = (AC' 4+ BC)? = AC? 4+ BC? + 2 AC x BC.

547. El punt G és el punt on es tallen els segments BG i CF', perque,
per P 5, (els segments) C'F, BD ho fan efectivament.

548. Fixem-nos que Euclides usa dos noms, ABD i @, per a desig-
nar un mateix angle, cosa que dificulta la lectura i la comprensié del text.
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Per tant, és un quadrat de costat C'B. [D122]
Per la mateixa raé, 0 HF també és un quadrat de costat HG,
que és igual a AC. [E134]

En definitiva, els quadrats O FH i OCK sén els quadrats de cos-

tats AC'i C'B. )
Ara bé, com que els rectangles [ JAG i []GE sén iguals, [E143]

i [el rectangle] [] AG és el rectangle [de costats] AC i CB, ja que CG
és igual a C'B,
tenim que el rectangle [ ]GE també és igual al de costats AC i CB.

En conseqiiencia, els rectangles [[]AG i [[JGFE so6n iguals al rec-
tangle de costats AC' i C'B dues vegades.

Pero els quadrats O HF' i 0 CK també son els quadrats de costats
AC i CB.

En definitiva, les quatre superficies 0 HF, OCK, [ ] AG i[]GE>*
[juntes] s6n equivalents als quadrats de costats AC i C'B juntament
amb el rectangle de costats AC' i C'B dues vegades [tots junts].

Perd [les figures] OHF,0CK,[JAG i []GE [juntes]®® formen
[el quadrat] O ADEB, que és el quadrat de costat AB.

Per tant, el quadrat de costat AB és igual als quadrats de costats
AC i CB i el rectangle de costats AC' i CB dues vegades. [Nc1 i 2]
I aix0 és el que voliem demostrar. A551

Ei14, porisma. Els parallelograms a l’entorn de la diagonal d’un qua-
drat son quadrats. 'Y

E15. Si un segment es talla en dues parts iguals i [en dues parts| dife-
rents, el rectangle format per les parts diferents del segment [inici-
al] juntament amb el quadrat determinat pel segment d’extrems els

549. El text grec diu «figuresy, pero és més clar dir «superficies», amb
el benenteés que s’usa I’equivaléncia de la superficie geomeétrica pero en cap
cas de la numerica.

550. Euclides fa un 1us explicit del meétode tangram, que estableix que
les dues superficies —fetes amb peces diferents— sén iguals. De fet, esta-
bleix una equivalencia de superficies.

551. Aquesta proposicié té, com a porisma, la proposicié segiient: «La
superficie d'un quadrat de costat el doble d’un segment donat equival a
quatre vegades la superficie del quadrat de costat el segment donat.» En
aquest cas particular, s’evita recorrer a Evi19 i 20.
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dos punts que determinen les seccions —tourn— és equivalent al qua-
552

drat de costat la meitat [del segment inicial].
Sigui C el punt que divideix el segment AB en dues parts iguals [E1 10]
i D el punt que el divideix en dues de diferents.

Afirmo que el rectangle determinat per AD i DB juntament amb
el quadrat de costat C'D és equivalent al quadrat de costat C'B.553
[Demostracid.] Considerem el quadrat JCEF B de costat C'B [E146]

i unim BE. [P1]

A B
Per Di H, [P5] ¢ Do
tirem els segments e
DG i KM parallels - T A"‘,-____."--/)---J\ff
Pl

a [els segments] CE
o BF, i AB o EF,

respectivament,

i, pel punt A, el seg-

ment AK parallel a E G F
[els segments] CL o FIGURA EI15

BM. [Er30 i 31]

Ateés que els complements [ ] CH i[] HF sén equivalents, [E143]554

si afegim el quadrat O DM [a cadascun],
aleshores els [rectangles| totals [ ]C'M i[] DF s6n equivalents. [Nc 2]
Pero els rectangles [ JCM i [ ] AL també ho sén, ja que [els seg-
ments] AC i CB sén iguals. [E136]
Per tant, els rectangles [ ] AL i [] DF sén equivalents. [Nc1]
Afegim el rectangle [ JC'H a cadascun.
D’aix0 en resulta que el [rectangle] total [] AH és igual al gnomon
“INOP.5 [D112 i Nc2]

552. Aquesta proposicié és important, ja que és un «element»
de I’«aplicaci6 per defecte» d’una area donada en un segment donat. En
mans d’Apolloni, I'aplicacié d’arees es converteix en una eina basica per
a la classificacié de les coniques.

553. Formalment, (AC + CD) x DB + CD? = (AC + CD) x (CB —
CD) + CD? = (AC + CD) x (AC —CD)+CD?* = CD? = AC? = CB~.
0, equivalentment, (AC + CD) x (AC — CD) = AC* — CD?.

554. El teorema del gnomon, E143, fa aqui un paper central.

555. Euclides designa el gnomon amb les tres lletres del segment de cir-
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Pero el rectangle [[] AH esta determinat pels costats AD i DB

perque [els segments] DH i DB sén iguals. [D111]
Per tant, el gnomon =J NOP també és equivalent al rectangle de
costats AD i DB. [Nec1]
Afegim, a cadascun, [el quadrat] O LG, [E1r4, porismal

que equival al quadrat de costat C'D.

Aleshores, el gnomon =W NOP i el quadrat O LG [junts] sén equiva-
lents al rectangle determinat per [els segments] AD i DB i el quadrat
de costat C'D [junts]. [Nc 2]

Pero el gnomon =INOP i el quadrat O LG formen el quadrat
OCEF B, que és el [quadrat] de costat CB.

En definitiva, el rectangle de costats AD i DB més el quadrat de
costat CD equival al quadrat de costat C'B. [Nc1i2]

I aixo és el que voliem demostrar.?®% ®

E116. Si un segment es talla en dues parts iguals i es prolonga un seg-

ment, el rectangle contingut pel segment total [inicial] més lafegit i pel

segment afegit juntament amb el quadrat de la meitat [del segment

donat] és igual al quadrat de costat la meitat del segment donat més

Uafegit [junts)].

Siguin C' el punt que divideix el segment AB en dues parts iguals
[E110]

cumferéncia que té a linterior. De fet, és la figura poligonal rectilinia
“INOP = QCLHGFB :=[]CH +[] DF.

556. Fixem-nos en el fet algebric segiient: si fem AB :=a, DB := x iel
gndmon TINOP := b, resulta que ax — 2°> = [JAH = b* = gno-
mon UNOP.

Es a dir, aquesta proposicié, que és un teorema, amaga una eina im-
plicita que resol el problema segiient: donada una superficie b% i un seg-
ment a, podem determinar el segment x que satisfa la igualtat anterior
(amb regle i compas). Solament cal recérrer al teorema de Pitagores. Sigui
AB un segment de longitud a. Determinem el punt C' que el dimidia. Pel
punt C' aixequem una perpendicular CE a AB, de longitud % a. Ara, da-
munt CE i amb lextrem C, determinem un segment CO de longitud b
—ates que es suposa que la superficie donada és quadrable, és a dir, que
es pot expressar amb la forma b2. Per O i amb radi AC := % a, tirem una
circumferéncia que talla el segment AB en dos punts D i D’ (podem fer la
figura descrita). De tot aix0 en resulta que DB té la longitud = buscada.
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i BD el segment que prolonga AB. [P 2]
Afirmo que el rectangle de costats els segments AD i DB juntament
amb el quadrat de costat OB és igual al quadrat de costat C'D.557

[Demostracis.]?®® Sigui OCEFD el quadrat de costat CD.  [E146]
Unim DE. [P 1]

Pels punts B i H [P 5] 4 ¢ B__D
tirem els segments BG i g \/\/\/
K M parallels a [els seg- ¢ 7 N T - M
ments] EC 1 DF,ia [els B
segments| AB i EF, res- ’
pectivament. [E130 i 31]
I, pel punt A, tirem el
segment AK paral'lela.u B a o 7
[els segments] CL i FreuRa B
DM. [E130 i 31]
Aleshores, com que [els segments] AC 1 C'B s6n iguals,
els rectangles [ ] AL i [ ]CH s6n equivalents. [Dir1 i E136]
Pero també ho sén els rectangles [ JCH i JHF. [E143]
Per tant, els rectangles [ JAL i [ ] HF també ho sén. [Nc1]

Ara afegim el rectangle [ ]CM a cadascun.
Obtenim que el [rectangle] total [ ] AM equival al gnomon =INOP.
[D112]

Pero el rectangle [[] AM és el rectangle de costats AD i DB
perque [els segments| DM i DB sén iguals.

Per tant, el gnomon TWNOP? també és igual al rectangle de cos-
tats AD i DB. [Nec1]

Afegim el quadrat OO LG, [E1r4, porismal
que és equivalent al quadrat de costat C'B, a cadascun.

Aleshores, el rectangle de costats AD i DB i el quadrat de cos-
tat C'B [junts] s6n equivalents al gnomon TINOP i el quadrat O LG
[junts]. [Nc 2]

557. Formalment, AD x BD+BC? = (AB+BD)x BD+ BC? = CD?
= (CB + BD)?. O sigui, CD? — BC? = (BC + CD)(BC — CD).

558. Es, mutatis mutandis, la demostracié anterior.

559. Vegeu la nota 653 (pagina 053).
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Pero el gnomon =1 NOP i el quadrat (O LG junts formen el quadrat
OCEFD, que és el quadrat de costat CD.

En definitiva, el rectangle determinat pels segments AD i DB jun-
tament amb el quadrat de costat C'B equival al quadrat de costat
CD.5%0 [Neli 2]
I aix0 és el que voliem demostrar.5%! A

E17. Tallem un segment per un punt arbitrari. El quadrat de costat el
segment donat i el quadrat de costat una de les parts determinades pel
punt [de tall] equivalen a dues vegades el rectangle format pel segment

donat i la part suara indicada més el quadrat de Ualtra part.>%?
Sigui C' un punt que divideix el segment A c B
AB en dues parts arbitraries. B

Afirmo que els quadrats de costats AB /& IR ’
i BC equivalen a dues vegades el rectan- 1 1;' ~ ‘ /\' F
gle determinat per AB i BC juntament M
amb el quadrat de costat C'A.%%3
[Demostracid.] Sigui OADEB el qua-
drat descrit sobre AB. [E146] a

64 D N E

Completem la figura.®

Aleshores, com que els rectangles FiGura En7

[1AG i[)GE sbn equivalents, [E143]

560. Vegeu la nota (pagina [632).

561. Fixeu-vos en la nota (pagina MB4) i observeu que es tracta
d’un problema semblant. Pero ara ’aplicacié és per excés, cosa que es tra-
dueix en el fet algebric segiient: si fem AB := a, DB := z i el gnomon
“INOP :=b?, aleshores az +2° =[] AH = gndomon "WNOP = b*. Ara
també podem trobar la soluci6 de les equacions quadratiques de la forma
ax + x® = b® amb regle i compas.

562. Euclides proporciona ’expressié del quadrat de la diferencia de
dos segments.

563. Formalment, AB? + BC? = 2AB x BC + AC?. Es a dir, AC?
= AB? + BC? -2 AB x BC = (AB — BC)>.

564. Diu xotayeypdpdn 10 oyfjuc. Ni en aquesta proposicié ni en la se-
glient s’entreté a explicar-nos la manera de completar la figura; ens remet
a la comprensié de les dues proposicions anteriors. Tanmateix, en la pro-
posicié segiient diu xatayeypdpdw dimhody t0 oyfiua, és a dir, «completa-
da doblement».
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si els afegim el quadrat OCF, [Emr4, porismal
obtenim que els rectangles totals [ ] AF i[ ] C'E sén equivalents. [Nc 2]
Per tant, els rectangles [ ] AF i[]CE [junts] son el doble del rec-

tangle [ AF. [Nc 2]
Pero els rectangles [ JAF i []CE [junts] constitueixen el gnomon
WK LM iel quadrat OCF [junts]. [D112 i Nc2]
Per tant, el gnomon WK LM i el quadrat OCF [junts] equivalen
al doble del rectangle [ ] AF. [Nc1]
Pero dues vegades el rectangle de costats AB i BC' equival al doble
de [el rectangle] [] AF, ja que BF és igual a BC. [Di11 i Ne2]
En conseqiiéncia, el gnomon =1 K LM i el quadrat O C'F [junts] equi-
valen al doble del rectangle [de costats] AB i BC. [Nc1]

Afegim el quadrat 0 DG, que és el quadrat de costat AC, a cadas-
cun.

De tot aix0 en resulta que el gnomon WK LM i els quadrats
0 BG®% i OGD equivalen a dues vegades el rectangle format pels seg-
ments AB i BC i el quadrat de costat AC. [Nc 2]

Pero el gnomon =K LM i els quadrats [0 BG i O GD constitueixen
[els quadrats] O ADEF B sencer i JCF,
que sén els quadrats de costats AB i BC.

En definitiva, els quadrats de costats AB i BC junts sén equiva-
lents a dues vegades el rectangle de costats AB i BC juntament amb
el quadrat de costat AC. [Nc1, 2 i D12

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E118. Tallem un segment per un punt arbitrari. Quatre vegades el rec-
tangle de costats el segment sencer i una de les parts juntament amb el
quadrat de laltra part és igual al quadrat descrit pel segment donat i la
primera part alineats.5%6

Sigui C' un punt arbitrari d’'un segment AB donat.

565. Euclides usa 0 BG i OCF per a referir-se al quadrat de costat
CB.

566. Es possible fer-ne una demostracié alternativa afegint, a una ban-
daial’altra del quadrat petit 0 OH, els gnomons complets — ] M Q) més
OQK més [ JRH, i[ JAK més OKD més [ | KF, respectivament (fi-
gura En8). I també donar-ne una altra que només usi E114 i Eii7.
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Afirmo que quatre vegades el rectangle de costats AB i BC' junta-

ment amb el quadrat de costat AC és igual al quadrat de costat AB

més BC alineats.?6”

[Demostracio.] Considerem el seg- 4 ¢ B D

ment BD que s’obté prolongant el W ' s
segment AB amb un segment BD M ! N
igual a CB. [P2iE13]°%% L e p

Sigui O AEFD el quadrat des- bl
crit sobre AD. [E146]

Completem la figura dues vega-
des.?%?

Aleshores, com que els seg-
ments CBi BD,CBiGK,iBD
i KN sén iguals, respectivament,

[E134]

resulta que [els segments] GK i KN també ho sén. [Nc1, iterat]

FiGuraA En8

Per la mateixa rad, [els segments] QR i RP sén iguals.

I, ates que [els segments] BC' i BD, i GK i KN sén iguals,
[els quadrats] OCK i OKD,i OGR i ORN sén equivalents. [E136]

Pero, a més, [els complements] OCK i O RN sén equivalents
perque sén complements del parallelogram — CP. [E143]

D’aix0 en resulta que [els quadrats] O KD i OGR també en son,
d’equivalents.

Per tant, els quatre [quadrats] O DK,O0CK,0GR i RN ho sé6n
entre i.°70 [Nc1]

567. Formalment, (AB + BC)?> = (AC + BC + BC)? =, AC?
11
+(2BC)* +2(AC x (2BC)) L= 4A02+4BC2+4ACX BC = AC?
ml,

Enl

+4(BC x (AC + BC)) = AC® + 4(BC x AB).

Observem la simplicitat que permet ’escriptura algebrica i el fet que
Euclides recorre a ’addicié de segments.

568. Aqui Euclides «suma» segments amb ’objectiu d’aconseguir un
segment. Vegeu la nota B79 (pagina K9).

569. Vegeu la nota (pagina OGH).

570. Els quadrats fets sobre costats iguals sén equivalents; de fet, sén
congruents. Vegeu la nota B98 (pagina [ZR).
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En conseqiiéncia, els quatre [quadrats junts] sén quatre vegades [el
quadrat] OCK. [Nc 2]
De bell nou, ates que [els segments]| CB i BD, i BD i BK [junts]
—que son CG— s6n iguals, respectivament, [EI14, porisma i E134]
i [el segment] C'B [és igual] a GK —que és GQ—,
[E1r4, porisma i E134]
resulta que CG també és igual a GQ. [Nc1]
I, ateés que [els segments] CG 1 GQ, i QR i RP sén iguals, respec-

tivament,

els rectangles [JAG i[1MQ, i[]QL i[]RF sbén equivalents, res-

pectivament. [E136]
Pero els rectangles [ ] M@ i []JQL sén equivalents

perque sén complements del parallelogram [ ] M L. [E143]
Per tant, [els rectangles| []JAG i []RF també en sén, d’equiva-

lents. [Ne1]
En conseqtiéncia, les quatre superficies [JAG,[ I MQ,[1QL i

] RF sbn equivalents entre si. [Nc1]

Per tant, els quatre [rectangles junts] sén quatre vegades [el rec-
tangle] (] AG. [Nc 2]

Pero hem vist que els quatre quadrats JCK, 0 KD, OGRiORN
equivalen al quadruple de [el quadrat] OCK.

En definitiva, les vuit superficies —que formen el gnomon =1.STU—

sé6n quatre vegades [el quadrat] O AK. [Nc1i D2

Ara, ateés que [el rectangle] [] AK és el rectangle [de costats] AB
i BD, i ateés que [els segments| BK i BD sén iguals, [Dir 1]
resulta que quatre vegades [el rectangle de costats] AB i BD és el
quadruple del [rectangle] [ AK. [Nc1]

Pero, tal com hem vist, el gnomon =VSTU és el quadruple del [rec-
tangle] [ AK.

Per tant, quatre vegades el rectangle [de costats| AB i BD és equi-
valent al gnomon =1STU. [Nc1]

Ara, afegim [el quadrat] OOH, que equival al quadrat de costat
AC, a cadascun. [E1r4, porisma i E134]
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De tot aix0 en resulta que quatre vegades el rectangle [de costats]
AB i BD juntament amb el quadrat de costat AC equival al gnomon
=1STU i el [quadrat] JOH [junts]. [Nc2]

Pero el gnomon =1STU i el [quadrat] OOH formen el quadrat
complet D AEFD, que és el [quadrat] de costat AD.

En definitiva, doncs, quatre vegades el rectangle [de costats] AB i
BD juntament amb el quadrat de costat AC equival al quadrat de
costat AD. [Nc1]

Pero [els segments] BD i BC' sén iguals.

Per tant, quatre vegades el rectangle [de costats] AB i BC junta-
ment amb el quadrat de costat AC equival al quadrat de costat AD,

[Nc1]
que és el quadrat de costat [els segments] AB i BC' alineats.

I aixo és el que voliem demostrar. ®

Ei19. Tallem un segment en dues parts iguals i en dues de dife-
rents.®™ Els quadrats de les parts diferents del segment total sén
iguals al doble del quadrat de la meitat [del segment donat] i del qua-
drat de costat el segment que queda determinat pels dos punts de la
seccio.5™?
Sigui C' el punt arbitrari que dimidia el segment AB [E110]
i D el que el divideix en dues parts diferents.

Afirmo que els quadrats de costats AD i DB son dues vegades els
quadrats de costats AC i CD.5™

571. El text diu «dues desiguals», pero ens ha semblat més clar dir
«dues de diferentsy.

572. Aquesta proposicié i la segiient sén curioses. Trenquen la tonica de
les demostracions anteriors, malgrat que no caldria, ja que és possible fer
una demostracié alternativa en la linia tangram usada fins ara. Euclides
introdueix triangles, cosa que podria fer pensar que es prepara per a les
proposicions E1112 i Ei113, que generalitzen el teorema de Pitagores als
casos dels triangles obtusangles i acutangles, i, per tant, que fan referéncia
a propietats dels triangles i no pas dels rectangles i dels quadrats. Pero
no ho fa pas per aquesta rad, ja que no necessita en absolut ni Ei19 ni
E1110 per a demostrar E1112 i Eir13. A més, Ei19 es pot deduir com a
porisma immediat d’E114 i Ei17 d’una forma simple.

573. Formalment, AD? + DB? = 2 (AC? 4+ C'D?). Ho podem escriure
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[Demostracid.] Pel punt C, tirem el segment C'E perpendicular a AB,

[E111]
iigual a AC'i CB. [Ex12]
Unim AF i BE. [P1] E
Pels punts D i F, tirem els seg- P .
ments DF i FG parallels a [els G*F
segments| CE i AB, respectiva- g S
ment. [E131]
Unim AF. [P1] i
A C D B

Aleshores, com que [els seg-
ments] AC i CE sén iguals, FIGURrA B9
els angles CAE i AEC també ho sén. [E15]
I, com que langle [amb el vértex al punt] C' és recte,
els angles CAE i AEC [junts] valen un angle recte. [E132]
I, a més, sén iguals.
Per tant, cadascun dels angles AEC i CAF val mig angle recte.
[Nc6']
Per la mateixa rad, cadascun dels angles BEC i CBE val mig an-
gle recte. [Nc6']
En conseqiiéncia, ’angle total AEB és recte.
I, com que I'angle FEG és [igual a] mig angle recte,
i'angle EGF és recte, ja que ho és ’angle altern intern ﬁ, [E129]
laltre angle EFG és la meitat d'un angle recte. [Ne1i3iE132]
En conseqiiéncia, ’angle FEG és igual a I'angle @,
[P4iNcli3]
iels costats EG 1 GF s6n iguals. [E16]
De bell nou, com que langle [amb el vertex] a [el punt] B és la
meitat d’'un angle recte,
i 'angle BDF és recte, ja que és igual a l’altern intern ﬁ, [E129]
resulta que l'altre angle BFD és la meitat d’un angle recte. [E132]
En conseqiiéncia, ’angle [amb el vértex] a [el punt] B és igual a
I’angle BFD.
Per tant, els costats DF i DB també ho sén. [E16]

(AC 4+ CD)? 4+ (AC — CD)? i usar Eni4 i En7. Novament, hi apareix la
simplicitat de ’expressié algebrica.
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Ara bé, com que [els segments] AC' i CFE sén iguals,
el quadrat de costat AC' també ho és al quadrat de costat CE.5™
En conseqiiéncia, els quadrats de costats AC' i CE [junts]
s6n dues vegades el quadrat de costat AC.5" [Ne 2]
Pero, ates que l'angle ACE és recte, el quadrat de costat AE és
igual als quadrats de costats AC' i CFE [junts]. [E147]
En conseqiiéncia, el quadrat de costat AE és el doble del quadrat
de costat AC.
Novament, com que EG i GF son iguals, els quadrats de costat
EG i GF també ho sén, respectivament.®7®
En conseqiiencia, els quadrats de costats EG i GF sén el doble del

quadrat de costat F'G. [Nc 2]
Pero el quadrat de costat EF' és igual als quadrats de costats EG
i GF [junts]. [E147]
En conseqiiéncia, el quadrat de costat E'F val el doble del quadrat
de costat F'G. [Nc 2]
Pero FG i CD sén iguals. [E134]
En conseqiieéncia, el quadrat de costat EF' és el doble del quadrat
de costat CD. [Nc1]

Pero hem vist que el quadrat de costat AE equival al doble del
quadrat de costat AC.
En conseqiiéncia, els quadrats de costats AF i EF equivalen al

doble dels quadrats de costats AC' i CD. [Nc2]
I el quadrat de costat AF és igual als quadrats de costats AE i E'F,
ja que langle AEF és recte. [E147]
En conseqiiéncia, el quadrat de costat AF' és dues vegades els qua-
drats de costats AC' i C'D [junts]. [Nc1]

Pero els quadrats de costats AD i DF sén iguals al quadrat de
costat AF,
atés que l'angle a D és recte. [E147]

574. Vegeu la nota 098 (pagina [43).

575. Usarem «so6n dues vegades el» i «valen el doble de» indistinta-
ment, malgrat que I’expressié «valer» comporta un cert significat numeric
alie a la geometria dels Elements.

576. Vegeu la nota 570 (pagina IGR).
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En conseqiiéncia, els quadrats de costats AD i DF [junts] valen el
doble dels quadrats de costats AC' i C'D [junts]. [Nc1]

Pero DF' i DB sén iguals.

En definitiva, doncs, els quadrats de costats AD i DB valen el
doble dels quadrats de costats AC' i CD. [Nc1]

I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

E1110. Tallem un segment en dues parts iguals i el prolonguem un seg-
ment. El quadrat del segment total més la prolongacié i el quadrat de
la part prolongada junts son el doble del quadrat de costat la meitat ©
del quadrat descrit pel segment que forma la meitat del segment donat

més el segment afegit alineats.>”"
Siguin C el punt que dimidia el E F
segment AB [E110] ‘
i BD una prolongaci6 de AB ali- g o i
neada amb AB. [P 2] ) . :
Afirmo que els quadrats de A - T C B D
costats AD i DB sén dues vega- ‘
des G
els quadrats de costats AC i CD.>™® FIGURA BIT10
[Demostracid.] Pel punt C,
tirem el segment C'E perpendicular a AB, [Er11]
i lagafem igual a AC o a CB. [E12]
Unim AF i BE. [P 1]
Pels punts F i D, tirem els segments EF i DF parallels a AD i
CE, respectivament. [E131]
Com que el segment FF és perpendicular als segments EC' i F'D,
els angles CEF i DFE sén 1guals a dos angles rectes; [E129]
i, de retruc, els angles BEF i DFE fan menys de dos angles rectes.
[Nc 5]

577. Aix0o no obstant, és possible fer-ne una demostracié alternativa en
la linia tangram usada fins ara. Es la proposici6é que justifica els «costats
diagonal» atribuits a Tedé d’Esmirna, dels quals parlarem a Grécia IV i
que serveixen per a aproximar v/2.

578. Formalment, AD? + DB? =2 (A02 + C’DQ).
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Els segments que produeixen angles que fan menys de dos angles
rectes es tallen. [P 5]

Per tant, si prolonguem [els segments] BE i DF' per la banda de
[els punts] B i D, es tallen [en un punt].

Fem-ho. Sigui G el punt en el qual es tallen.

Unim AG. [P 1]
Aleshores, com que [els segments] AC' i C'E s6n iguals,
els angles EAC i AEC també ho son, [E15]
i Pangle [amb el vertex] a [el punt] C' és recte.
Per tant, els angles E/A\C A/E\C valen 1 mig angle recte. [E132]
Per la mateixa raé, els angles BEC’ CBE també.
En conseqiiéncia, langle AEB és recte. [E132 i Nc2]

I, com que l'angle CBE val mig angle recte, 'angle DBG també.
[E115]
Pero 'angle BDG és recte, ja que és altern a l'angle recte DC'E,

i, per tant, els dos angles sén iguals. [E129]
En conseqiiéncia, 'altre angle DG B val mig angle recte.  [E132]
Aixi doncs, els angles DGB i DBG s6n iguals. [P41iNc6]

]

I d’aix0 en resulta que els costats BD i DG també ho sén. [E16
De bell nou, atés que 'angle EGF val mig angle recte
i’angle [amb el vértex] a [el punt] F és recte perqueé és igual a 'angle

oposat, que és 'angle [amb el vertex] a [el punt] C, [E134]

l’altre angle, F/E\G val mig angle recte. [E132 i Nc 3]
En conseqiiéncia, els angles EGF i FEG sén iguals

iels costats GF 1 EF també. [E16]

Ara, atés que els quadrats de costats EC i C'A sén iguals,®™
els quadrats de costats EC' i C A valen el doble del quadrat de costat
CA. [Nc 2]
Pero el quadrat de costat E'A és igual als quadrats de costats EC
i CA. [E147]
Per tant, el quadrat de costat AE val el doble del quadrat de costat
CA. [Nc1]
De bell nou, ates que F'G i EF sén iguals, els quadrats de costats
FG i EF també.

579. Vegeu la nota 570 (pagina IGR).
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En conseqiiéncia, els quadrats de costats F'G i EF sén el doble del
quadrat de costat E'F.
Pero el quadrat de costat EG és igual als quadrats de costats FG

i EF [junts]. [E147]
En conseqiiéncia, el quadrat de costat EG és el doble del quadrat
de costat EF'. [Nc1]
I [els segments] EF i C'D sén iguals. [E134]

Per tant, el quadrat de costat EG és el doble del quadrat de cos-
tat C'D.

Pero hem vist que el quadrat de costat AF és el doble del quadrat
de costat C'A.

En conseqiiéncia, els quadrats de costats AE i EG son el doble dels

quadrats de costats CA i CD. [Nc2]
I el quadrat de costat AG és igual als quadrats de costats AE i EG
[junts]. [E147]

En conseqiiéncia, el quadrat de costat AG és el doble dels quadrats
de costats CA i C'D [junts].
Pero els quadrats de costats AD i DG sén equivalents al quadrat

de costat AG. [E147]
En conseqiiéncia, els quadrats de costats AD i DG sén el doble
dels quadrats de costats CA i CD. [Nc1]

I DG és igual a DB [, per construcci6.
En conseqiiéncia, els quadrats de costats AD i DB sén el doble
dels quadrats de costats CA i CD. [Nc 2]

I aixo és el que voliem demostrar. ®

Err11. Volem tallar un segment [en dues parts| de manera que el rec-

tangle determinat pel segment sencer i un dels segments sigui equiva-

lent al quadrat de laltre segment.>80

580. Si ho mirem en termes algébrics, donat un segment a, busquem un
segment © < a de manera que a(a — z) = x> o, en altres paraules,
22 + axz = a?, que és un cas particular —i, de retruc, un porisma—
del problema que ja hem resolt en la proposicié E116. Aquest resultat el
retrobem a Evi30 amb el nom de «mitjana i extrema rad». De fet, el que
fa Euclides és dividir un segment en «secci6 auria». D’alguna manera,
proporciona un «element» necessari per a la construccié del pentagon
regular, com veurem en comentar E1v 10. Aquesta proposicié trenca la li-
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Sigui AB un segment donat.

Volem dividir-lo [en dues parts] de manera que el rectangle format
pel segment sencer i una de les parts sigui equivalent al quadrat de
costat ’altra part.

[Construccio.] Sigui  ABDC' el quadrat de costat AB. [E146]
Dimidiem [el segment] AC pel punt E [E110]

i unim BE. [P1]
Prolonguem AC fins a F' de manera que  Fr------ooo oo G

[els segments] EF' i BE siguin iguals. [E13] :
Sigui L1 FFH el quadrat de costat AF. :

|

|

[E146] |

Prolonguem [el segment] GH fins a [un 4 ;H — B
punt] K del segment CD. [P 2] P E
Afirmo que el punt H divideix el seg- -7 N
ment AB [en dues parts, AH i HB] de | - -
manera que el rectangle de costats AB i 1
BH [Dir 1] | |
és equivalent al quadrat de costat AH. &

c K D

[Demostracio.] En efecte, atés que el punt
E dimidia el segment AC Ficura Eir1l
i que hi hem afegit [el segment] F'A,
el rectangle de costats CF' i F'A juntament amb el quadrat de cos-
tat AE equival al quadrat de costat EF. [E11 6]
Pero EF i EB sén iguals.
Per tant, el rectangle [de costats] CF i FA juntament amb el qua-
drat de costat AE equival al quadrat de costat EB. [Nc2 i nota B985
Pero els quadrats de costats AB i AFE [junts] equivalen al quadrat
de costat BE, atés que langle [amb el vertex] a [el punt] A és recte.
[E147]
Per tant, el rectangle [de costats] CF i F'A juntament amb el qua-
drat de costat AE equival als quadrats de costats AB i AE [junts].
[Nc1]
Restem, de cadascun, el quadrat de costat AFE.

nia deductiva de l'obra, ja que no la necessitem en les proposicions se-
glients ni tampoc requereix, com ja hem indicat abans, E119 i Ei110.
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D’aix0 en resulta que el rectangle [de costats] CF i FA que queda
equival al quadrat de costat AB. [Nc 3]

Ara bé, el rectangle [de costats] CF i FA és[]FK, atés que AF
és igual a FG,%8!
i el quadrat de costat AB és (O AD.

Per tant, [el rectangle] [] FK equival a [el quadrat] JAD. [Nc1]

Restem, de cadascun, [el rectangle] [ AK.

Aleshores, [el quadrat] O FH, que és el que queda, equival a [el
rectangle] [ ] HD. [Nc 3]

I[ ] HD és el rectangle de costats AB i BH, atés que [els segments]
AB i BD sén iguals.?®?

I, a més, 0 FH és el quadrat de costat AH.

En conseqiiéncia, el rectangle de costats AB i BH equival al qua-
drat de costat HA. [Nec1]

Per tant, amb [la construccid] del punt H, hem dividit el segment
AB de manera que el rectangle de costats AB i BH sigui equivalent
al quadrat de costat HA.

I aix0 és el que voliem demostrar. o

Ei112. En un triangle obtusangle, el quadrat de costat el segment
que subtendeir ’angle obtus és més gran que els quadrats dels altres
costats. I ho és dues vegades el rectangle que té com a costats un
dels segments que formen [’angle obtus, aquell sobre el qual cau la
perpendicular [des del vértex oposat], i el segment extern al triangle
delimitat pel peu de la perpendicular.>8

Siguin A ABC un triangle obtusangle amb I’angle obtis BAC

i BD el [segment] perpendicular des del punt B a la prolongacié del

581. Vegeu la nota 570 (pagina IGR).

582. Vegeu la nota 570 (pagina [GR).

583. En simbols geometrics, Euclides estableix, ras i curt, la igualtat:
BC? — (AB2 + ACZ) =2AC x AD i, amb aix0, corregeix el teorema de
Pitagores perque el quadrat sobre el costat que s’oposa a ’angle obtus
és excessiu i, com veurem a EI113, el que s’oposa a 'angle agut, defici-
ent. Aquestes dues proposicions accepten demostracions analogues a les
de la proposicié E147 que, com a molt tard, foren establertes per Gré-
goire de Saint-Vincent a Opus geometricum quadrature circuli et sectio-
num coni (1647). Vegeu HEATH (1925), volum I, p. 404-406 i 406—-408.
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costat C'A. [P21iE112]

Afirmo que el quadrat de costat BC
és més gran, dues vegades el rectan-
gle format pels (segments) CA i AD,
que els quadrats de costats BA i CA

[Demostracid.] Ates que el punt A ta-
lla el segment C'D, [P 1]
el quadrat de costat C'D equival als

B
[junts].
D

A

quadrats de costats CA i AD, FIGURA EIr12

i dues vegades el rectangle de costats CA i AD. [Em 4]
Afegim el quadrat de costat BD a cadascun.

Aleshores, els quadrats de costats CD i BD equivalen als quadrats
de costats CA, AD i BD i dues vegades el rectangle [de costats] C' A
i AD. [Nc 2]

Pero el quadrat de costat BC' equival als quadrats de costats CD i
BD, atés que 'angle D [de vértex al punt D] és recte, [E147]
i el de costat BA equival als quadrats de costats AD i BD. [E147]

Per tant, el quadrat de costat BC' equival als quadrats de costats
CA i BA i dues vegades el rectangle de costats CA i AD. [Nc 2]

En definitiva, el quadrat de costat BC' és més gran, dues vegades
el rectangle de costats CA i AD, que els quadrats de costats C'A i
BA [junts]. [Nc1]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E1113. En un triangle acutangle, el quadrat de costat el segment que
subtendeiz [un dels dos| angles aguts és més petit que els quadrats de
costats els segments que formen l’angle obtus. I ho és dues vegades el
rectangle de costats un dels segments que formen [’angle agut, aquell
sobre el qual cau la perpendicular des del vértex oposat, i el segment

que determina el peu de la perpendicular dins.%%*

584. Cal corregir el teorema de Pitagores perque el quadrat sobre el
costat que s’oposa a ’angle agut és deficient. En simbols geometrics, Eu-
clides estableix, ras i curt, la igualtat: AC? = AB%+ BC? —2CB x BD.

Les proposicions E1112 i E11 13 constitueixen una mena d’aplicaci6é d’a-
rees. Apliquem dos quadrats a un segment donat perd mitjancant un
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Siguin A ABC un triangle acutangle amb I’angle agut B [de vertex]

a [el punt] B

i AD el segment perpendicular des del punt A al costat BC'. [E112]
Afirmo que el quadrat de costat AC

és més petit, dues vegades el rectangle

format per CB i BD, que els quadrats

de costats [respectius] AB i BC.

[Demostracid.] Ateés que el punt [arbi-

trari] D talla el segment BC,

els quadrats de costats CB i BD equiva-

A
D

c
len a dues vegades el rectangle de costats FIGURA EII13

CB i BD i el quadrat de costat C'D. [E11 7]

Afegim el quadrat de costat DA a cadascun.

Aleshores, els quadrats de costats CB, BD i DA equivalen a dues
vegades el rectangle [de costats] CB i BD i als quadrats de costats
DA1iDC. [Nc 2]

Pero el quadrat de costat AB equival als quadrats de costats BD i

DA, atés que langle D [de vertex al punt D] és recte, [E147]
i el quadrat de costat AC equival als quadrats de costats DA i DC.
[E147]

Per tant, els quadrats de costats C'B i BA equivalen al quadrat de
costat AC' més dues vegades el rectangle de costats CB i BD. [Nc2]
En definitiva, el quadrat de costat AC és més petit, dues vegades
el rectangle de costats CB i BA, que els quadrats de costats CB i
BD. [Nec1]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

quadrat. Hi ha tres casos possibles segons la naturalesa de ’angle que for-
min dos segments iguals als costats del quadrat donat: a) amb exactitud
si 'angle és recte; b) amb excés si és obtus, i ¢) amb defecte si és agut.
Hem trobat, doncs, una propietat que «caracteritza la mena de trian-
gle que formen tres segments rectilinis», sempre, és clar, que serveixin per
a fer un triangle, és a dir, sempre que dos qualssevol superin 'altre. Tenim:
Brecte < AC? = AB? 4+ BC?.
Si AABC és un triangle, aleshores{ B obtus <« AC?> AB?+ BC?.
Bagut <+ AC? < AB?+ BC2.
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Ei114. Volem construir un quadrat equivalent a una figura poligonal
donada.>®®
Sigui A una figura rectilinia donada.

Volem construir un quadrat igual a la figura rectilinia A.

[Construccié 1.] Per a aconseguir-ho fem un rectangle [] BD igual a

la figura rectilinia A. [E145] &
[Demostracié 1.]586 Aleshores, si BE és igual a ED,
el que cerquem ja s’ha aconseguit [E146]

i hem construit un quadrat [0 BD equivalent a la figura rectilinia A.

o
[Construccié 2.] En el cas que no sigui aixi, un dels segments, BE o
ED, és més gran que 'altre.

Suposem que BE és el més gran.®8”

Prolonguem-lo fins a F. [P2]
Sigui E'F igual a ED. [Ex3]
Dimidiem BF per [el punt] G. [E110]

585. Aqui s’acaba la «quadratura» de les figures poligonals. De fet, Eu-
clides mostra la manera de construir un quadrat amb la mateixa superficie
que un rectangle, perque, a E145, ja ha establert la construccié d’un rec-
tangle amb la mateixa superficie que una superficie poligonal rectilinia do-
nada. Aquest text es vincula amb els d’Aristotil en els quals diu que el fet
de «quadrary (tetpaywviopdc) es descriu millor dient que «busquem una
mitjana proporcionaly. Vegeu [ARISTOTIL (1978), 112, 413419, o [ARISTOA
TIL (2000), 996 b21. Cal recordar, tanmateix, que en I’¢poca d’Budox,
deixeble de I’Académia, ja s’havia establert plenament la teoria de la pro-
porcié. Vegeu PLA (20164), p. 313-323.

Fixem-nos que tampoc es necessiten les proposicions E119 i E1i110 per
a aquesta demostracio.

Aquesta proposicié resol geométricament ’equacié algebrica z? = A,
on A := ab és conegut.

Si disposem de la «teoria de la proporcié» i hem establert la propie-
tat que diu que «el producte d’extrems és igual al producte de mitjans»
[Evi13], veiem que hem trobat la manera de construir la «mitjana pro-
porcional de dos segments donats». O sigui, donats dos segments AB i
CD, podem determinar un segment UV de manera que 3—5 = %. Vegeu
el llibre vI.

586. Ho demostra per casos: cas de la igualtat i de la desigualtat dels
costats. En el primer cas la proposicié queda establerta trivialment.

587. En realitat, la tria del més gran no afecta la demostracié.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 181

Amb centre [al punt] G iradi igual a un dels segments GB o GF,

tirem la semicircumferéncia O BH F.588 [P3iD115
Prolonguem DF fins a [el punt] H. [P 2] )

[Demostracié 2.] Considerem [el segment] GH. [P1].
Aleshores, com o

que el segment L - \\:* S~

BF esta dimidi- J/ ) ! \

at pel punt G i I E \

dividit en dos b . F

G

segments  dife-

rents pel punt F, ¢ D

el rectangle de FIGURA EI114

costats BE i EF [D111]

juntament amb el quadrat de costat EG és igual al quadrat de costat

GF. [E11 5]
Pero els segments GF i GH sén iguals. [D115]

Per consegiient, el rectangle [de costats] BE i EF juntament amb
el quadrat [de costat] EG equival al quadrat de costat GH.

Pero els quadrats de costats HE i EG [junts] equivalen al quadrat
de costat GH. [E147]

Per tant, el rectangle [de costats] BE i EF juntament amb el qua-
drat de costat EG equival als quadrats de costats HE i EG. [Nc1]

Traiem el quadrat de costat EG de cadascun.

D’aix0 en resulta que el rectangle de costats BE i EF que queda

equival al quadrat de costat HE. [Nc 3]
Pero el rectangle [de costats] BE i EF és[]BD, jaque EF i DE
sén iguals. [Dir1]

Per tant, el rectangle [ ] BD equival al quadrat de costat HE.
I [el rectangle] [ BD és igual a la figura rectilinia A [, per cons-
truccid].

588. Euclides no explica enlloc com es fa per a tirar una semicircum-
feréncia, pero aixo no és important perque podem tirar la circumferéncia
sencera i considerar solament una de les parts que passa pels punts ex-
trems del diametre BF'. En aquest cas, ho fem a ’altra banda del segment
en el qual s’ha aplicat el rectangle [ ] BD, encara que aixo tampoc no sigui
important ni rellevant.
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Per tant, la figura rectilinia A també equival al quadrat de costat
HE. [Nc1]

Finalment, d’aixo en resulta que hem construit un quadrat —en
concret, el [quadrat] de costat H E— equivalent a la figura poligonal
donada A. 'y

I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

A.1.3 Llibre tercer: EI111

Comentaris al llibre 111. El llibre 111 esta dedicat al «cercle»
i a la corba que el tanca, la «circumferéncia» (D115).°% Conté
onze definicions i trenta-set proposicions, de les quals cinc sén
problemes i les altres teoremes. De fet, és una continuaci6 es-
tricta del llibre 1 en el sentit que, de les trenta-set proposicions,
trenta-quatre en depenen. Les tres darreres, en canvi, ho fan
del llibre 11. En concret: E11135 depén d’Errb, Ein36 d’Ei16 i
E1137 d’En1 36.

El postulat P 3 (del llibre 1) imposa l'existéncia de tots dos
objectes geometrics —el cercle i la circumferéncia— quan
s’han donat el centre i un punt de la circumferéncia, o el centre
ielradi (D116 i 17, i E12). En primer lloc, cal precisar-ne els
elements propis —com ara les cordes, els arcs,” els segments i
els sectors circulars, i la tangent—, cosa que fan les definici-
ons. Després, cal establir les propietats que relacionen aquests
elements propis entre si i amb altres objectes geomeétrics ja defi-
nits als dos llibres anteriors, com ara els angles (central, intern,
extern i capac),’”! els triangles i els quadrilaters. Aquest és I’ob-
jectiu de les proposicions que finalitzen establint un teorema

589. Vegeu la nota P2 (pagina §2).

590. Euclides no introdueix cap nom, ni per als «arcs» ni per a les «cor-
des». Vegeu la nota (pagina [x4).

591. Euclides no precisa tampoc els conceptes d’angle «central», «ins-
crity, «semiinscrit», «intern» i «externy, ni introdueix cap nom especific
per a designar-los.
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d’invariancia: la invariancia d’un punt, tant interior com exte-
rior, a una circumferéncia.

A.1.3a Les definicions d’Em ("Ogot)

El llibre s’obre, com és habitual, amb les definicions, concreta-
ment onze.

[Text de les definicions d’Eiii]

593

Di1 1. Els cercles que tenen els diametres®®? o els radis®®? iguals sén

iguals.>®*
Dii1 2. Un segment toca®® una circumferéncia®®® quan la talla per un

punt perd no la torna a tallar encara que el prolonguem.9?

592. El terme grec 814 significa «a través de», i en aquest cas, «a través
del centrey. De retruc, divideix el cercle en dues parts iguals (D117).

593. En lloc de «radi», Euclides diu: «Les rectes que ixen del centre»
(oi x BV ®évTpwv). Vegeu la nota (pagina [[9).

594. Aquesta definicié afirma: «Les circumferéncies —i els cercles—
que tenen radis iguals s6n igualsy, cosa que és molt discutible. Es realment
una definici6? Es un postulat? Es una proposicié i cal demostrar-la? (ve-
geu SIMSON (1750), p. 59). La dificultat rau en el fet que la demostraci6
s’hauria de fer per «superposiciéy», cosa que no plau gens a Euclides. Tan-
mateix, aquest enunciat estableix automaticament 1’«existéncia» de cer-
cles iguals, atés que és possible construir segments iguals (E12), dimidiar-
los (E110) i aplicar-hi el postulat P 2.

Podem acceptar-la com una «assercié definicional» (6pioTixdc Adyoc)
en el sentit aristotelic: no només s’estableix el fet (1o 611), sind que també
s’estableix la causa (3\\& xod thHv aitia). Vegeu [PLA (20164), text C11.4b4,
p. 583. Vegeu també, forca detallat, HEATH (192F), volum 11, p. 2; i, a
més, [VITRAC (1990), volum I, p. 390-391.

595. El contacte s’indica amb el verb épdntecdou, derivat del verb &n-
teoVo, que significa ‘arribar a assolir’.

596. El text diu: «[El segment] toca un cercle.» D’ara endavant, nosal-
tres direm: «[El segment] és tangent a la circumferéncia.» Vegeu PTUERTAS
(1991), nota 83, p. 291.

597. Diu: dntopévn 1ol xixhou xal EVBothopévn 00 Téuvel TOV xOXhoV.
Aquesta definicié, que obliga a recérrer al terme «es tallen», que no s’ha
precisat, és curiosa. Hauria pogut establir la definicié segiient: «La tangent
és el segment que té un sol punt en comii amb el cercle, encara que el pro-

p. B2
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Dt 3. Dos cercles es toquen quan es troben perd no es tallen.??®

D1t 4. Dues cordes d’un cercle sén equidistants del centre®®®

600

quan les
perpendiculars tirades des del centre son iguals.

Diir 5. Dues cordes d’un cercle disten més quan les perpendiculars
tirades des del centre sén més llargues.50!
D11 6. Un segment de cercle —tpfjua xOxhou— és la part de cercle li-

mitada per un segment i una circumferencia.%02

longuem, que es troba a la circumferénciay. I, a més, ens podem preguntar:
«Com sabem que si un segment talla la circumferéncia d’un cercle i s’hi
endinsa, perllongat convenientment, surt necessariament del cercle?»

De fet, és una definicié negativa. Es curiés que Euclides no doni les
tres posicions relatives que hi pot haver entre un segment i un cercle:

a) exterior —ni el segment ni cap de les seves prolongacions talla la cir-
cumferencia—,

b) tangent —el segment i les seves prolongacions només tenen un punt en
comu amb la circumferéncia—,

¢) secant —tenen més d’un punt en comd amb la circumferéncia.

Recordem, pero, que Euclides no precisa mai en quines circumstancies
una circumferéncia talla un segment (o la seva prolongacié) o una altra
circumferencia. Vegeu la nota (pagina BS).

598. Nosaltres parlarem de «cercles tangentsy, que son els que «només»
tenen un punt en comu. Vegeu la nota (pagina [3) i el darrer paragraf
de la BIA.

599. Els geometres grecs no disposen del terme «distancia» i usen «es-
tar allunyat de» (g¢ ov dnéyew and 100 xévtpov). El verb anéyewv —«dis-
tar»— reapareix a EII114. Ni tenen el terme «corda». Vegeu la nota BII2.

600. Fixem-nos en 1'ts de la perpendicular d’un punt a un segment —o
a una recta— per a materialitzar la «distancia en sentit geometricy. D’a-
questa manera s’evita el concepte de «distancia numeérica», un concepte
que no té cabuda als Flements. Compareu aquesta definicié amb la nota
BX7 (pagina [13).

601. Les proposicions EI1114 i 15 mostren que aquestes rectes sén les
«cordes». Vegeu la nota BI2A. Euclides necessita aquesta definicié —feta
per distincié de casos i que exclou la semicircumferéncia— a Er1125.

602. S’usa I'expressié xOxhov nepigepeioc tant per a referir-se a tota la
circumferéncia com a una part, és a dir, a un «arc de circumferénciay,
terme del qual Euclides no disposa. Vegeu Di115.

Hauria estat més clar introduir els conceptes d’«arc de circumferén-
cia» —part d’una circumferéncia limitada per dos punts— i de «corda»
—segment rectilini que té els extrems en dos punts d’una circumferéncia (i
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Dur1 7. L’angle d’un segment [circular] —tuduont 8¢ yovie— és Pangle

que determinen la corda i I’arc.503

Dur 8. L’angle en un segment [circular] —tuduatoc d¢ ywvie— és
I’angle que queda determinat pels segments que s’obtenen quan pre-
nem un punt de l'arc en que es troba el segment®* i tirem rectes als
extrems de la recta base [, la corda,] del segment [circular].6%

D1 9. L’angle subtendeiz [o abraga/ I’arc quan els costats que conte-

nen I’angle tallen una circumferéncia.%

no passa pel centre). Si ho hagués fet, el segment circular seria la part de
cercle limitada per un arc (de circumferéncia) i la corda que subtendeix.

Les paraules actuals «corda» —que no és un diametre siné que uneix
dos punts de la circumferéncia sense passar pel centre— i «arc» —que
no és una semicircumferéncia— sén emprats per primera vegada a 1’edi-
ci6 princeps dels Elementa (1482) de Campanus. Vegeu, tanmateix, E1v 1.

603. Es tracta d’un angle mixtilini. Vegeu HEATH (1925), volum 11, p. 4.
Enlloc es diu que els dos angles del segment siguin iguals i aixo fa que la de-
mostracié dels Analitics primers d’Aristotil (ARISTOTIL (2007), llibre 124
41b 1-41b 22, edicié castellana, p. 175-176) d’E15 no sigui del tot accep-
table. Vegeu [PLA (20164), p. 354; C11.8a1, p. 597; i MARCHINI (2006),
p. 57-59.

A Ei116 s’introdueix l'angle del semicercle, és a dir, I’angle format
per mitja circumferéncia i el segment tangent en un dels extrems.

604. Un punt arbitrari de 'arc que subtendeix el segment i que esta
oposat a l’arc que conté el vertex. Vegeu EI1132 (pagina 223).

605. Observem que, fixat el segment circular, tenim un angle en el seg-
ment per a cada punt de ’arc. Ens podem preguntar si el segment circular
determina ’angle, és a dir, si tots els angles sén iguals independentment
del punt de l’arc triat. Dit altrament, donat un arc, ’angle que el subten-
deix —des de I'arc— és independent del vertex? La resposta és afirmati-
va, com estableix EI121. Tenim, doncs, un cas d’«invariancia». Breu-
ment: «Tots els angles inscrits que subtendeixen un mateix arc sén
iguals.» Aquesta mena d’angles es coneix com «l’angle que subtendeix
I’arc». Un porisma important d’aquesta proposicié seria: «Qualsevol an-
gle que subtendeix una semicircumferéncia és recte.»

Voldriem fer notar un fet que ens sembla curiés. Euclides no defineix
Iangle en un segment usant I’angle central. I, tanmateix, és el més ade-
quat perque, d’una banda, I’angle central és el que és mesurat per l'arc, i
viceversa; i, d’una altra, el vertex de I’angle central esta ben determinat
i, per tant, solament n’hi ha un per a cada arc.

606. El verb gmohoufBdvew significa ‘tallar’ i BeBnxévou, ‘recolzar’. Vegeu
la nota (pagina 0X3).
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Dii1 10. Un sector circular —topebg de xOxhou— és la part del cercle

607 que determinen I’angle, amb el vertex al centre,

608

limitada pels radis

i per arc que determinen [en la circumferéncial.

609

Diir 11. Segments semblants —0Ouola Tuhuorta xOxhov—""" sén aquells

que admeten angles iguals o en queé els angles sén iguals entre si.61°

A.1.3b Les proposicions d’Er1r

[La geometria del cercle i de la circumferéncia)

Ewil. Volem determinar el centre d’un cercle donat.5t
Sigui ©ABC una circumferéncia donada.%'2
Volem determinar-ne el centre.

[Construccid.] Tirem un segment arbitrari AB.613 [E11 i 2]

607. Euclides parla de «rectes» pero necessita que tinguin un extrem al
centre. Els escoliastes, anotadors de textos antics, ’anomenaven «el ga-
nivet del sabater». Vegeu HEATH (1925), volum II, p. 5.

608. Retrobem aquest objecte a la seva obra Sobre les Divisions, on
s’usa com a recurs per a dividir figures, com ara triangles i trapezis, en
dues parts iguals. Vegeu ’apartat dedicat a Sobre les Divisions, de Gré-
cia III, i el text corresponent.

609. Introdueix un concepte que correspon al llibre VI perqué necessita
haver establert la teoria de la proporci6 i ho fa en referéncia tant a D17
com a D111 8. De fet, no és una auténtica definicié siné més aviat un teo-
rema. Vegeu HEATH (1925), volum 11, p. 5.

610. Usa ’expressié épola per a referir-se a la semblanga. Val la pena
observar que aqui solament necessita la igualtat de ’angle, que és tnic,
a diferéncia del que passa en el cas dels triangles, en que li cal la igual-
tat dels tres angles [Evi4].

A Tapeéndix, realment interessant, dedicat a I'estudi de la «igualtaty,
Vitrac posa de manifest la necessitat d’aquesta definicié per a poder «com-
parary angles d’un mateix cercle. Vegeu VITRAC (1990), p. 510-512.

611. Euclides ’enuncia en forma de problema. El podria haver enunciat
en forma de teorema: «En tot cercle, el punt en qué es tallen dos segments
perpendiculars a dues cordes contigiies —amb un extrem comt— pel punt
mitja és el centre del cercle.» Vegeu El1 1, porisma (pagina [X3).

612. Per «cercle donat», hem d’entendre que s’ha dibuixat una circum-
feréncia [P 3] i, després, se n’ha amagat el centre i el radi.

Per exemple, podem fer el cercle que circumscriu un triangle (vegeu
E1v5) pero en desconeixem el centre i el radi.

613. Cal unir dos punts A i B arbitraris de la circumferéncia i obte-
nir una corda.
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Dimidiem-lo pel punt D. [E110]
Per D, tirem un [segment] perpendicular CD a AB, [E111]
i prolonguem-lo fins a £.614 [P 2]

Sigui F' el punt que dimidia C'E. [E110]

Afirmo que el punt F' és el centre del

cercle OABC. L)
[Demostracid.] Suposem que no n’és el
centre.615

Sigui el punt G, diferent de [el punt] F,
616

el centre de la circumferencia.
Tirem [els segments]| GA,GD i GB. [P 1]
Ates que els costats AD i BD so6n iguals, FIGURA Eml

i [el costat] DG és comd,

els dos costats AD i DG [del triangle A ADG] s6n iguals als dos cos-

tats BD i DG [del triangle A BDG, respectivament,)

i les bases GA i BG sén iguals perqueé totes dues sén radis.f17
Per tant, els angles ADG i BDG sén iguals. [E18]
Pero quan un segment cau damunt un altre segment

i determina angles adjacents iguals, aquests angles sén rectes. [D110]
En conseqiiéncia, ’angle BDG és recte.

Ara bé, I'angle BDF també ho és. [, per construcci6]®t®
Per tant, angle BDF és igual a ’'angle BDG, [P4]
el gran al petit. I aix0 és impossible. [Nc 5]

Aixi doncs, [el punt] G no és el centre de la circumferéncia OABC.
De la mateixa manera, veiem que cap altre punt ho és excepte F.61°
Per tant, F' és el centre de la circumferencia OABC.

614. Isaac Todhunter es pregunta si podem garantir que aquest seg-
ment perpendicular talla la circumferéncia en dos punts.

615. Hipotesi de I'absurd.

616. Tota circumferencia té centre, d’acord amb D115 i 16. I, ara, en
aquesta demostracid, s’estableix, de forma implicita, que el centre és unic.
Vegeu l'item a del problema B3 (pagina 64).

617. Aqui usem la hipotesi de I'absurd.

618. Euclides usa, de forma implicita, la unicitat de la perpendicular al
segment AB pel punt D, que ja hem discutit a la pagina [0, o bé a E114.

619. Aqui Euclides es preocupa de fer palesa la independéncia de la va-
lidesa del resultat del dibuix concret, cosa que queda recollida en el fet que
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I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

E111 1, porisma.®2° D’aizo en resulta evidentment que el centre [del cer-

cle] és el punt que dimidia la perpendicular pel punt mitja d’una corda

qualsevol del cercle.5?!

I aix0 és el que voliem demostrar. A622

Em 2. La corda que determinen dos punts [arbitraris diferents] d’una

circumferéncia pertany [integrament] al cercle.5?3

Siguin OABC una circumferencia, i A i B dos punts arbitraris seus.

624 625

Afirmo que la corda®** que uneix A i B es troba dins el cercle.

[Demostracid.] a) Suposem que no és aixi siné que cau fora del cer-

cle,526 com ara el segment [rectilini] AEB.527
Considerem el centre D del cercle OABC, [Emnl]
unim [els segments] AD i BD, [P1]
i tirem el segment DFE [dins Pangle ﬁ)\B] [P11iE19
Aleshores, atés que [els segments] AD i BD sén iguals,
els angles DAE i DBE també ho sén. [Ex5]

«el punt G que agafem és diferent del punt F'».

La seva geometria no és ideologicament «figurativa», com s’ha afir-
mat a vegades. Es una geometria «independent de la figura»; d’alguna
manera és «ideal», perd no en el sentit platonic que ja hem discutit al
volum de PLA (20164) i que revisitarem a Grécia III.

620. Vegeu <https://en.wiktionary.org/wiki/porism>.

621. Entenem que la perpendicular és una corda, és a dir, té els extrems
a la circumferencia. Vegeu la nota GZ4.

622. Euclides situa el porisma dins la demostracié de la proposicié
E1r1, de la qual ho és.

623. S’estableix, doncs, una propietat fonamental del cercle: «El cercle
és una figura convexa.» D’alguna manera, atesa I’aparicié del «punt in-
terny, aquest fet lliga amb la topologia moderna. Només s’aplica a E11113.

624. Euclides diu «el segment AB» perqué, com ja hem dit abans, no
introdueix el terme «corday.

625. Cal analitzar dos casos.

626. Hipotesi de ’absurd. Tanmateix, és possible evitar la reduccié a
Pabsurd. Vegeu I'item b del problema B3 (pagina B4).

627. Atés que correspon a I’absurd, la figura que acompanya la demos-
tracié és impossible, és a dir, «ideal». Ja no tornarem a esmentar aquest
fet.
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Ara bé, ates que el costat AEB del triangle A ADFE s’ha prolongat
[fins al punt B], [P 2]

resulta que l'angle BED és més gran que Pangle DAE. [E116]
Pero hem vist que els angles DAE i DBE sén iguals,
i angle BED és més gran que ’angle DBE.6%
I, com que 'angle més gran subtendeix el
costat més gran, [E119]
[el segment] BD és més gran que [el seg-
ment] DE.
Pero [els segments] BD i DF sén iguals
[ates que sén radis de la circumferéncia

OABC]. [D115]
Per tant, [el segment] DF és més gran que E B
[el segment] DFE,629 FiGURA Em12

el més curt, més gran que el més llarg. I aixd és impossible. [Nc 5] #

b) Analogament, podriem provar que el segment DE no pot caure da-
munt de la circumferéncia.53°

Per tant, ha de caure dins del cercle. 'y
De tot aix0 en resulta que la corda AB cau dins el cercle.

I aix0 és el que voliem demostrar. A631

628. Apliquem la llei de la «substitucié d’iguals» a una desigualtat i,
malgrat que no s’ha postulat, acceptem que es manté la desigualtat. Vegeu
la nota B0 (pagina [I9).

629. Vegeu la nota 628.

630. Atencié! A la demostraci6 s’usa que DF' és més gran que DE. Pe-
r0, qué passa si E' 1 F' coincideixen? Vegeu l'item ¢ del problema B3 (pagina
).
631. Fixem-nos en el lligam que té aquesta proposicié amb E112, on
es construeix una circumferéncia de la qual es coneix el centre perd
se’n desconeix el radi. Implicitament, s’usa que «tres punts [diferents]
d’una circumferéncia» mai estan alineats.

Hom accepta que un segment que té els extrems en un punt de la
circumferéncia i al centre —de fet, en un punt interior del cercle—, con-
venientment prolongat, talla la circumferencia en un altre punt. En aquest
sentit, aixo lliga amb la suposicié que s’ha fet a E122 en relacié amb els
segments que ixen d’un vertex i passen per un punt interior d’un tri-
angle. Aquesta proposicié no s’utilitza fins a Enrl4, on es parla de la
distancia d’una corda al centre del cercle.
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Em3. En un cercle, a) si un segment que passa pel centre dimidia una
corda, la talla perpendicularment, i b) si la talla perpendicularment,
la dimidia.
a) Siguin OABC un cercle i CD un segment que dimidia una corda
AB pel punt F.
Afirmo que el segment és perpendicular a la corda.
[Demostracid.] Prenem el centre del cercle OABC [E1r1]
i tirem els segments AE i BE. [P 1]
Aleshores, com que els costats AF i F'B
son iguals, EF' és comu,
dos costats son iguals a dos costats,
iles bases AE i EB sén 1guals
resulta que els angles AFE i BFE sén
iguals. [E18]
Perd quan un segment incideix en un al-

tre determinant angles adjacents iguals, ca-

da un és recte. [D110] FicuraA E1i3
Per tant, cada un dels angles AFE i BFE és recte.
Per consegiient, [el diametre] CD, que dimidia la corda AB,
és perpendicular a aquesta corda. [Dr110]
I aix0 és el que voliem demostrar. 'y
b) Suposem que [el segment] C'D és perpendicular a [el segment] AB.
Afirmo que [el segment] C'D dimidia [el segment] AB, és a dir, [els
segments| AF i F'B sén iguals.
[Demostracid.] Amb la mateixa construcci6 [de la part a),
com que [elifgmglics\} AFE i EB so6n iguals,

els angles FAF i EBF també ho son. [E15]
Pero els angles AFE i BFE sén rectes; [P41iDr10]

per tant, [els triangles] A AFE, ABFE tenen dos angles iguals a dos
angles i un costat igual a un costat, a saber, [el costat] EF,
que és comu a tots dos i subtendeix un dels angles iguals.

Per tant, aquests triangles tenen els altres costats iguals, [, respec-
tivament]. [E126]
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En conseqiiéncia, [els segments] AF i F'B sén iguals. '

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

Eni4. Si, en un cercle, dos segments no passen pel centre, no es di-

midien.

Siguin OABCD un cercle, i AC' i BD dues cordes que no passen pel

centre perd que es tallen per F.

Afirmo que aquestes dues cordes no es bisequen.

[Demostracié.] Si es bisequen,%32

tenim que [els segments] AF i EC sén iguals,

i [els segments] BE i ED també.

Considerem el centre [F] del cercle OABCD. [E1r 1]
Aleshores, com que el segment EF, que passa pel centre, [P1]
dimidia el segment AC, que no hi passa,

EF és perpendicular a AC. [E111 3]
Per tant, I’angle AEF és recte.
Novament, com que el segment EFF' dimi-

dia el segment BD,

tots dos sén perpendiculars. [E111 3]
Per tant, I’angle BEF és recte.

Pero hem vist que 'angle AEF és recte.

[E110]
Per tant, els angles AEF i BEF sén
iguals. [P 4] FIGURA Ermr4
El petit [és igual] al gran,%33 cosa que és impossible. [Nc 5]

En definitiva, els segments AC' i BD no es bisequen.

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

E1115. Si dos cercles es tallen no poden tenir el mateix centre.

Suposem que les circumferéncies OABC, OC DG es tallen als punts
BiC.

632. Hipotesi de I'absurd.

633. Euclides diu «més gran» (ueylotn) en el sentit, pero, que conté
un subsegment (o part). Nosaltres usem, de vegades, la paraula «llarg»
en aquest sentit pero no en el de mida numerica. Vegeu la nota (pa-
gina [57).
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Afirmo que no tenen el mateix centre.

634

[Demostracid.] Suposem que és possible®™? i que F és el centre [de

totes dues]. ¢
Unim CE. [P1]
Tirem un radi arbitrari EFG. [P1]
Ateés que F és el centre del cercle OABC,

[els radis] EC i EF sén iguals. [D115]

I, com que E és el centre del cercle
OCDG, [els radis] EC i EG sén iguals.

[D115]
Pero [hem vist que els radis] EC' i EF sén FIGURA IS
iguals. [D115]
Per tant, [els segments] EF i EG també ho sén, [Nc1]
el més curt [igual] al més llarg, i aixo és impossible. [Nc 5]

En conseqiiéncia, el punt E no és el centre dels cercles OABC' i
OCDQG.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Eni6. Si dues circumferéncies es toquen mo poden tewir el mateix
centre.53°
Suposem que les circumferencies OABC' i

o OCDE es toquen pel punt C.

Afirmo que no tenen el mateix centre.

[Demostracié.] Suposem que és possible®36

B ique F és el centre [de totes dues].
Unim FC i tirem un radi arbitrari
BEF. [P 1]
Ates que el punt F' és el centre del cercle
OABC,
[els radis] FC i FB sén iguals. [D115]

A
FI1GURrA EI116

634. Hipotesi de I'absurd.

635. Aquesta proposicié i Panterior exclouen la possibilitat que dues
circumferéncies concéntriques (de radis diferents) tinguin punts en co-
mi. Per tant, queda establerta la «unicitat» de la circumferéncia (i del
cercle) de centre i radi donats, com a porisma.

636. Hipotesi de ’absurd.
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I, analogament, ates que el punt F és el centre del cercle OCDE,
[els radis] FC i FE sén iguals. [Dr15]

Pero hem provat que [els segments] F'C' i F'B s6n iguals.

Per tant, [els segments] F'E i F'B sén iguals, [Nc1]
el més curt al més llarg. I aixo és impossible. [Nc 5]

En conseqiiéncia, el punt E no és el centre dels [dos] cercles [tan-
gents] OABC i OCDE.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Emi7. Agafem un punt del diametre d’un cercle que sigui diferent del
centre. D’alli estant, tirem segments cap a la circumferéncia [inclos el
que el punt determina al diametre]. a) D’entre tots, el més llarg®" és
el [segment] gran que el punt determina sobre el diametre; i el més
curt, el [segment] petit. b) De la resta de segments, el més proper® al
que passa pel centre sempre és més gran que el més allunyat. c) I so-
lament dos dels segments tirats des del punt a la circumferéncia son
iguals, un a cada costat del segment més petit.53?
Considerem un cercle OABCD.

Siguin AD un didmetre
i F un punt de AD diferent del centre E del cercle. [P1iEml]

Des del punt F' tirem els segments F'B, F'C' i FG damunt la cir-
cumferencia OABCD.

Afirmo que a) FA és el més gran i F'D el més petit de tots
i que b) de la resta, F'B és més gran que F'C, i FC més que FG.

637. Vegeu les notes i B33 (pagines A7 i 9, respectivament).

638. Cal entendre-ho en sentit angular.

639. El text grec no té la paraula «un», perd és la manera de donar
sentit a la frase: €@’ éxdrepa tfic Ehayliotne, «cadascun cau sobre el més
curty, i és aixi com s’estableix a la demostracié.

Creiem que ’enunciat requereix una clarificacié. Considerem un punt
del diametre diferent del centre i radiem segments «a una banda» del di-
ametre. Afirma que tots sén diferents i decreixen constantment a mesura
que «giren» al voltant del punt (a la figura Ei1 7, d’esquerra a dreta). Tan-
mateix, afegeix que hi ha un segment, i només un, igual a cada un dels
anteriors, pero es troba a ’altra banda del diametre; de fet, és el simeétric
respectiu.
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[Demostracid.] a) Unim BE,CFE i GE. [P1]
Com que, en tot triangle, dos costats [junts] sén més grans que
Paltre, [E120]

[els costats] EB i EF [junts] supe-
ren [el costat] BF.
Pero [els segments] AE i BE sén
iguals. [D115]
Per tant, [el segment] AF és més

llarg que [el segment] BF. [ )

[Demostracié.] b) Tenim que, nova-

ment, [els radis] BE i C'E s6n iguals,
[D115] F1GURA Emr7

i [el costat] EF és comtl.
Per tant, els dos costats BE i EF [junts] sén iguals als dos costats

CE i EF [junts]. [Nc2]
Pero l'angle BEF és més gran que l'angle CEF.%40
Per tant, la base BF' és més gran que la base C'F. [Er124]

Per la mateixa rad, [el segment] C'F és més gran que [el seg-
ment] FG.

Novament, com que [els costats] GF' i FE [junts] sén més grans
que [el costat] EG, [E120]
i [els radis] EG i ED s6n iguals, [D1 15]
[els segments] GF i FE [junts] sén més grans que [el segment] ED.54!

De cadascun en traiem [el segment] EF,

i tenim que el romanent GF' és més gran que el romanent FD.

[nota BZ1]
Per tant, F'A és el més llarg i F'D el més curt. I F'B és més llarg
que FC i FC més llarg que F'G. o

640. Aix0 s’afirma pero no s’estableix deductivament. Es basa en la fi-
gura? Vegeu el problema B3 (pagina B4).

641. Aqui, novament, Euclides assumeix que es conserva la relacié
«més grany» o «més petity quan suprimim un (mateix) objecte o el substi-
tuim per un altre d’igual. Aixo és conseqiiéncia de Nc 2, 3i4’. Vegeu la no-
ta EI0 (pagina [TY). Es la darrera vegada que mencionarem 1'tus del prin-
cipi de substitucio.
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Afirmo que ¢q) els dos segments tirats des del punt F' fins a la cir-
cumferencia OABCD sén iguals, un a cada banda del segment més
petit F'D.

[Demostracid.] ¢1) Sobre el segment EF, i amb vertex E,

fem l'angle FEH igual a 'angle GEF. [E123]
I unim FH. [P 1]
Com que [els radis] GE i EH sén iguals, [D115]

i [el costat] E'F és comd,
resulta que els dos costats GE i FF sén iguals als costats HE i E'F.
I, com que els angles GEF i FEH sén iguals,
els triangles AGEF i A HEF també ho son.
Per tant, les bases FG i FH sén iguals. [E14] a
Afirmo que c¢3) no és possible tirar cap altre segment igual a FG
des del punt F.
Suposem que n’hi ha un, FK 642
Aleshores, com que [el segment] FK és igual a FG,
i [els costats] FFH i FG també sén iguals,
resulta que [els segments| FFK i F'H sén iguals, [Ne 1]
el [segment] més proper al centre és igual al més llunya. I aixo és im-
possible. [E124]
Per tant, cap altre segment tirat des del punt F' fins a la circumfe-

réncia és igual a GF. 'Y
En definitiva, c) solament se n’hi pot tirar un. 'Y
I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

E18. Prenem un punt exterior a un cercle ¢ d’alli estant tirem seg-
ments, un dels quals passa pel centre i els altres cauen a latzar. Dels
segments que cauen a la part concava de la circumferéncia: a) el més
llarg és el que passa pel centre; b) de la resta, sempre és més llarg el
que es troba més a prop®*3 del que passa pel centre; c) dels que cauen
a la part conveza de la circumferéncia, el més curt és el que esta entre
el punt i el diametre; d) dels altres, el més proper®* al més petit és

642. Hipotesi de I'absurd.
643. Vegeu la nota (pagina [93).
644. Vegeu la nota 638 (pagina [9I3).



196 Historia de la matematica. Grécia Ila

sempre més curt que el més llunyd, i e) del centre, només en cauen
dos d’iguals a un costat © a laltre del més petit.
Siguin OABC un cercle i D un punt exterior [al cercle] OABC.

Des del punt D, tirem els segments DA, DE, DF i DC, tots tra-
vessant el cercle i passant pel centre només [el segment] DA. [P 1]

Afirmo: a) Dels segments que queden determinats per la part con-
cava de la circumfereéncia (xvpth Tepupépetay), AEFC , el més llarg és
el que passa pel centre, és a dir, [el segment] AD. b) [El segment] DFE
és més llarg que [el segment] DF i [el segment] DF més llarg que [el
segment| DC'. Pero, ¢) dels segments que queden determinats per la
part convexa de la circumferéncia
(xoihny mepLpépetay), HLAKG, el més
curt és el que hi ha entre el punt i el
didmetre AG, o sigui, [el segment] DG;
i un segment més proper al [segment]
més curt DG és sempre més curt [que
un segment més allunyat|, com [el seg-
ment] DK, que és més curt que DL, i
[el segment] DL, que ho és més que [el
segment] DH.
[Demostracid.] a) i b) Determinem el
centre M del cercle, [Exr1]

i unim ME MF MC MK ML i
MH. [P 1] Ficura Enig

Com que [els segments] AM i EM sén iguals, [D115]
si afegim [el segment] M D a cadascun,
resulta que [el segment] AD és igual a [els segments] EM i MD

[junts]. [Nc 2]
Pero [els segments] EM i DM s6n més grans que [el segment] ED.
[E120]

Aix{ doncs, [el segment] AD també és més gran que ED.5
Novament, com que [els radis] EM i MF sén iguals i MD [és]

com,

645. Aqui Euclides usa la transitivitat de la relacié «és més gran que».
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resulta que [el segment trencat] EM i M D [junts] és igual a [el seg-
ment trencat] FM i MD.
I [, per hipotesi,] ’angle EMD és més gran que ’angle FMD.64
Aleshores, la base ED és més gran que la base F'D. [E124]
Analogament, podem establir que [el segment] F'D és més gran que
[el segment] C'D.
D’aix0 en resulta que [el segment] AD és el segment més gran
i que [el segment] DE és més llarg que [el segment] DF' i [el segment]

DF més llarg que [el segment] DC'. )
[Afirmo ¢ i d]

[Demostracid.] ¢) i d) I, com que MK i KD [junts] sén més grans

que M D [E120]

i [els radis] MG i MK [s6n] iguals,

el romanent KD és més llarg que el romanent GD. [nota B2

Per tant, GD és més curt que K D.

I, com que al triangle A M LD, els dos segments interns MK i KD
s’han construit a una banda de M D,
resulta que MK i KD [junts] sén més curts que ML i LD [junts].

[E121]

I [els radis] MK i ML [s6n] iguals. [D1 15]
En definitiva, el romanent DK és més curt que el romanent DL.

[nota BZT]

Analogament, podem establir que [el segment] DL és més curt que
[el segment] DH.

Aixi doncs, [el segment] DG [és] el segment més curt de tots,
[el segment] DK [és] més curt que [el segment] DL
i el segment] DL més curt que [el segment] DH. [ )

I també afirmo que e) solament podem tirar dos segments iguals
del punt D a la circumferéncia, un a cada banda del segment més
curt, DG.

[Demostracid.] e;) Damunt el segment M D i amb vertex a M,

construim l'angle DM B igual a I’angle KMD. [E123]
I unim DB. [P1]
Com que [els radis] MK i M B sén iguals [D1 15]

646. Vegeu la nota (pagina [9@).
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i [el segment] M D [és] com,
els segments KM i M D [junts] sén iguals a [els dos segments] BM i
M D [junts], respectivament.

I els angles KMD i BMD [sén] iguals.

Per tant, les bases DK i DB també ho sén. [Er4] [ )

Afirmo que e2) no podem fer cap altre segment que vagi del punt
D a la circumferencia i sigui igual a DK.
[Demostracid.] ez) Suposem que és possible radiar un segment, com
ara DN, igual a DK .647

Aleshores, com que DK i DN s6n iguals, i també DK i DB,
tenim que DB i DN també son iguals.

Per tant, un segment que es troba més a prop del [segment] més curt
DG és igual a un que es troba més lluny.

Pero ja hem establert que aixo no és possible. o

En conseqiiencia, solament podem tirar dos segments iguals radial-
ment des del punt [exterior] D a la circumferencia OABC, un a cada

banda del segment DG. '
I aixo0 és el que voliem demostrar. 'y
Ei19. Si des d’un punt de Uinterior d’un cercle®*® radien®*® més de

dos segments iguals, aquest punt és el centre.

Siguin OABC' un cercle i D un punt interior.

Considerem més de dos segments iguals, com ara DA, DB i DC,
que radien del punt D a la circumferéncia 0 ABC.5%°

Afirmo que el punt D és el centre del cercle OABC.
[Demostracid.] Unim AB i BC, [P1]

647. Hipotesi de I’absurd.

648. Diu explicitament: €vtéc, és a dir, un punt del cercle perd no de la
circumferencia.

649. Amb 'expressié «radien» entendrem «que van del punt a la cir-
cumferéncia».

650. Usem OABC per a designar el cercle i la circumferéncia. Hau-
ria estat més correcte dir: «la circumferéncia del cercle OABC'», perd
I’expressi6 abreujada que hem usat no planteja cap ambigiiitat. Fins i tot
podriem suprimir «a la circumferenciay», ja que se sobreentén en el verb
«radiar», com hem establert a la nota BZ9.
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i considerem els punts E i F' que les dimidien, respectivament.[E1 10]
Unim ED i FD, i els prolonguem fins a la circumferéncia. [P 1 i 2]
Obtenim els punts G, K, H i L.

Aleshores, ates que AFE és igual a L

EB i ED [és] comq,

[els dos segments] AF i ED s6n iguals p

a [els segments] BE i ED [, respecti- C
vament]. ¢
I les bases DA i DB [s6n] iguals. A
Per tant, els angles AED i BED
també ho sén. [E18] A
En conseqiiéncia, els [dos] angles T
AED i BED sén rectes. [D110] FIGURA EIII9

D’aix0 en resulta que GK dimidia
perpendicularment AB.%%1
Ara bé, si un segment talla una corda per la meitat, passa pel cen-
tre. [Elr 1, porismal
De retruc, doncs, el centre del cercle es troba a [el segment] GK.
Per les mateixes raons, el centre del cercle OABC es troba a [el
segment] H L.%52
Pero els segments GK i HL solament tenen en comu el punt D.
[Nc 9]
Per tant, D és el centre del cercle ©ABC.553

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

654

Enr10. Una circumferéncia®?* mai pot tallar-ne una altra de [diferent]

en més de dos punts.5>®

651. El text diu: «Dimidia AB formant angles rectes.»

652. Atés que DC' és un radi des del punt D diferent de DB i DA.

653. Heus aci una conseqiiencia logica: «Tots dos segments contenen
el centre [O] del cercle perd solament tenen un punt en comi, el punt D;
per tant, el punt D és el centre [O].»

654. Euclides usa el terme xOxhog, que, obviament, fa referéncia a la
circumferéncia del cercle.

655. Un porisma d’E111 10 és: «Tres punts, no alineats, determinen una
circumferéncia i una de sola.» Recordem que és una proposicié equivalent
aP5.
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657 que la circumferéncia

[Demostracis.]%® Suposem que és possible
OABC talli la circumferencia ODFEF en més de dos punts, com ara
B,G,FiH.

Unim BH i BG [P1]
i els dimidiem pels punts K i L [, respectivament]. [E110]

Per cada un, tirem els [seg-
ments] perpendiculars KC i
LM a BH i BG |[, respecti-
vament, ] [E111]
iels prolonguem finsa Ai E
[, respectivament). [P 2]

Aleshores, ates que la cor-
da AC' del cercle OABC és

perpendicular a la corda

FiGura Emi110

BH pel seu punt mitja,
el centre del cercle OABC es troba [al segment] AC. [E111 1, porismal
Novament, com que, al [mateix| cercle OABC, la corda NO és per-
pendicular a la corda BG pel punt mitja,
el centre del cercle OABC es troba al [segment] NO. [E11 1, porisma]
I hem vist que també es troba damunt la corda AC.
A més, les cordes AC i NO no es poden tallar en cap altre punt
diferent de P. [Nc9']
Per tant, el punt P és el centre del cercle OABC. [Em19)
De manera similar, provem que P també és el centre del cercle
ODEF.
D’aix0 en resulta que els dos cercles que es tallen, OABC i ODEF,
tenen el mateix centre P.
Pero aixo és impossible. [E111 5]
Aixi doncs, un cercle no en pot tallar un altre en més de dos punts.
I aix0 és el que voliem demostrar. S

656. Es la primera vegada que Euclides no detalla el contingut general
de l'enunciat d’acord amb la figura. Vegeu el text de la nota (pagi-
na BB) i, a Grécia III, les parts d’una proposicié.

657. Hipotesi de I'absurd.

658. A partir d’aquesta proposicié, Euclides no usa sempre la técnica
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Ei11. Si determinem els centres de dos cercles tangents interna-
ment, el segment que els uneix, prolongat, passa pel punt de tangen-
cia%%? dels cercles.

Siguin OABC i OADE dos cercles que es toquen®® internament pel

punt A.
Determinem els centres F' i G dels cercles OABC i OADFE, respec-
tivament. [Enr1]

Afirmo que la prolongaci6 del segment GF [P 2]
que uneix [els punts] G i F [P1]
passa [pel punt] A. [E111 6]

[Demostracid.] Si no és aixi, en el cas que sigui possible,%6!

el segment és com el segment FGH. "

Unim AF i AG. 1]
Com que [els segments] AG i GF A
[junts] sén més llargs que F A,
[E120] 4
que és el mateix [que dir que sén
més llargs] que FH [, ja que FA B
i FH sén dos radis del cercle
OABCY, [Dr15]
podem sostreure de tots dos [el seg-
ment| F'G. C
Aleshores, el romanent AG és Ficura Enrll
més llarg que el romanent GH. [nota BAT]
Pero [els radis] AG i GD sén iguals. [Dr15]
Per tant, GD també és més llarg que GH, [nota BT
el més curt que el més llarg. I aixo és impossible. [Nc 5]
En definitiva, [la prolongacid] del segment [F'G] que uneix [els cen-
tres] F' i G no pot caure fora [d’un dels cercles i dins de Daltre].

de repetir ’enunciat de la proposicio, és a dir, el que es demana. Usa sim-
plement, com ha fet des d’E11, I'expressié dnep €det dellou (QED). Vegeu
la nota 272 (pagina BY).

659. Usa el terme cuvogpnyv.

660. Significa «sén tangents».

661. Hipotesi de ’absurd.
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Per tant, resulta que conté el punt [A] de contacte [entre els dos
cercles].

Aixi, si determinem internament els centres de dos cercles tan-
gents, el segment que els uneix [, convenientment prolongat,] passa
pel punt de contacte dels cercles.

I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

Emnr12. Si dos cercles sén tangents externament, el [segment] que

uneiz els centres passa pel punt de tangéncia.5?

Siguin OABC' i OADE dos cercles tangents externament al punt A.
Determinem els centres F

i G dels cercles OABC i
OADE. [Enrl] B

Afirmo que el segment F'G

que uneix [els dos centres] pas- )
sa pel [punt de tangéncia] A.663 “
[Demostracié.] Sino és aix{,®64 A
considerem [la linia] FCDG
(vegeu la figura E11r12)
iunim AF i AG. [P1]
Aleshores, atés que el punt FIGURA Enr12
F és el centre del cercle OABC),
[els segments] FA 1 FC sén iguals [perque en sén radis|. [Dr15]
De bell nou, com que el punt G és el centre del cercle CADE,
[els segments] GA 1 GD sén iguals [perque en sén radis]. [Dr15]

Ara bé, hem vist que [els segments] FA i F'C [sén] iguals.

Per tant, els [segments] FF'A i AG sén iguals als (segments) F'C i
GD, respectivament.

D’aix0 en resulta que el total FG és més gran que AF i AG [junts],
ates que F'G esta format pels segments F'C,CD i DG, [E120]
i que [alhora] és més petit. I aix0 és impossible. [Nc 5]

662. Hi ha autors, com ara Heath, que consideren que és una interpo-
laci6. Vegeu PUERTAS (1991)), nota 89, p. 306.

663. Aqui Euclides usa el terme enafj.

664. Hipotesi de ’absurd.
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Aix{ doncs, el segment [FG] que uneix [els centres] F i G dels
cercles OABC i OADE no pot deixar de passar pel punt A.

Per tant, hi passa [necessariament].

En definitiva, si dos cercles sén tangents externament, el [segment]
que uneix els centres passa [necessariament| pel punt de tangencia.

I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

E11 13. Dos cercles no poden ser tangents, a) ni per dins, b) ni per fo-
ra, en més d’un punt.
[Demostracié.] Suposem®® que el
cercle OABDC56 toca el cercle
OFEBFD

a) —de primer, internament— en
més d’un punt, és a dir, als punts
DiB.

Considerem els centres G 1 H
dels cercles OABDC i OEBFD,
respectivament. [Erm 1]

Aleshores, el [segment GH| que

uneix G i H talla [la circumferen-

cia als punts] B i D, [Emr11] FIGURA Er113

i tenim un segment com ara

BGHD. [Emr11]
I, com que el punt G és el centre del cercle COABDC,

[els radis] BG i GD sén iguals. [Dr15]

Aleshores, BG [és] més llarg que HD i, per tant, BH [és] més llarg
que HD.

Analogament, com que el punt H és el centre del cercle OEBF'D,
[els radis] BH i HD sén iguals. [D115]

Pero hem establert que [el segment BH] és més gran [que el seg-
ment HD], iaix0 [és] impossible. [Nc 5]

Per tant, dos cercles no séon tangents, per dins, en més d’un
punt. 'Y

665. Hipotesi de I’absurd.
666. El text grec diu ABCD, que és un error d’escriptura o de trans-
cripcié.
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b) Tampoc sén mai tangents, per fora, en més d’un punt.
Si ho sén,%67
aleshores els cercles OACK 1 OABDC es toquen externament en més
d'un punt, com ara [els punts] A i C.568
Unim AC. [P 1]
Aleshores, com que dos dels punts, A i C, sén punts de les circum-
feréncies dels cercles OABDC i OACK,
el segment que els uneix pertany als cercles. [Em12]
Pero, alhora, cau dins de [el cercle] OABDC, i fora de [el cercle]
OACK, [Di1 3]
cosa que és absurda.
En conseqiiencia, dos cercles no sén mai tangents externament en
més d’un punt. 'y
I hem provat que tampoc ho sén internament.
En definitiva, una circumferéncia mai toca una altra circumferéen-
cia en més d’un punt, ni internament ni externament.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ei14. En un cercle, a) les cordes que sén iguals es troben a la matei-
za distancia del centre,5%° i b) les [cordes| que es troben a la mateiza
distancia del centre son iguals entre si.
a) Sigui OABDC®™ un cercle.

Suposem que [les cordes] AB i C'D sén iguals.

Afirmo que AB i CD es troben a la mateixa distancia del centre.
[Demostracid.] a) Considerem el centre E del cercle OABDC. [En 1]

667. Hipotesi de I'absurd.

668. Recordem que suposem que el cercle OACK és extern al cercle
OABDC. Aixo¢ significa que cap dels seus punts es troba a interior del
cercle OABDC.

669. Vegeu la nota (pagina IX4). Observem que Euclides solament
parla de la «distancia del centre d’un cercle a una corday, perd no ho fa
mai de la distancia «entre dos punts» o «d’un punt a un segment rectilini»,
si bé aquesta darrera possibilitat la podem deduir de la que déna en aques-
ta proposicié.

670. El text grec diu ABCD, que és un error d’escriptura o de trans-
cripcié.
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Des del punt E tirem els (segments) perpendiculars EF i EG a
AB i CD |, respectivament). [E112]
Unim AE i EC. [P1]
Aleshores, el segment FF, que passa pel centre [del cercle],
talla perpendicularment qualsevol segment AB que no hi passa i ho fa
pel punt mitja. [E111 3]
Per tant, [els segments] AF i FB [sén]
iguals

D

i, en conseqiiéncia, [el segment] AB és el do-
ble del [segment] AF. B

I, per les mateixes [raons], [el segment]
CD també és el doble del [segment] C'G.

Pero [les cordes] AB i C'D sén iguals.

D’aix0 en resulta que [els segments] AF' i
CG també ho soén. [Nc 5]

I, com que [els segments] AE i EC sén
iguals, [D115]
el [quadrat] de costat AF [és] equivalent al [quadrat] de costat EC'.

[nota H9H]

Pero la [suma dels quadrats] de costats AF i EF [és] equivalent al
[quadrat] de costat AE, ja que langle a F' [és] recte. [E147]

Per les mateixes (raons), la [suma dels quadrats] de costats EG

A
Ficura Emr 14

i GC [és] equivalent al [quadrat] de costat EC, ja que 'angle a G [és]

recte. [E147]
Aixi, la [suma dels quadrats] de costats AF i FE és equivalent a
la [suma dels quadrats] de costats CG i GE. [Nc1]

Pero el [quadrat] de costat AF és equivalent al [quadrat] de costat
CG, ja que, com hem vist, els costats AF i CG sén iguals. [nota B9G]
Aleshores, els [quadrats] que resten, de costats FE i EG, sén equi-
valents, respectivament. [Nec 3]
D’aix0 en resulta que [el segment] EF [és] igual a EG. [nota B9G]
Pero, en un cercle, dos segments es troben igualment lluny del cen-
tre quan els segments perpendiculars des del centre sén iguals. [DI11 4]
En definitiva, [les cordes] AB i CD es troben igualment lluny del
centre. 'y
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b) Ara suposem que els segments AB i C'D es troben separats igual-
ment del centre, és a dir, suposem que [els segments] EF i EG sé6n
iguals.

Afirmo que els segments AB i C'D sén iguals.
[Demostracid.] Amb una construccié analoga a ’anterior,
veiem que [els segments] AB i CD sén el doble de [els segments] AF'
i CG, respectivament.

I, com que [els radis] AE i CE sén iguals, [D115]
els [quadrats] de costat AE i CE s6n equivalents. [nota £YH|
Pero la [suma dels quadrats] de costats EF i FA equival al [qua-
drat] de costat AE [, ja que l'angle EFA és recte. [E147]
I la [suma dels quadrats] de costats EG i GC' equival al [quadrat]
de costat C'E [, ja que l'angle EGC és recte]. [E147]
Per tant, la [suma dels quadrats] de costats EF' i F'A equival a la
[suma dels quadrats] de costats EG i GC. [Nc1 i nota H9A]
D’aix0 en resulta que el [quadrat] de costat EF és igual al [qua-
drat] de costat EG. [Ne3
En conseqiiéncia, EF' [és] igual a EG. [nota H9G]
Per tant, el [quadrat] romanent de costat AF equival al [quadrat]
romanent de costat CG, [Nc4]
i, en conseqiiéncia, [els segments] AF i CG sén iguals.  [nota B9G]

Pero [els segments] AB i C'D sén el doble de [els segments] AF i
CG@, respectivament.

Per tant, AB [és] igual a CD. [Nc 5]

I, aixi, en un cercle, les cordes que es troben igualment lluny del
centre sén iguals entre si. 'y

I aixo és el que voliem demostrar. 'y

Enn15. En qualsevol cercle, a) un didmetre [és] la [corda] més llarga,
i b) de la resta de cordes, la que es troba més a prop del centre és
més llarga que la que es troba més lluny.5™

Siguin OABCD un cercle, AD un dels [seus] didmetres

i E el [seu] centre. [Enrl]

671. Euclides introdueix una «relacié d’ordre» entre les distancies del
centre d’un cercle a les cordes.
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I sigui BC' [una corda] més propera al diametre AD,672
i FG més llunyana.

Afirmo que a) AD és la corda més llarga,
i b) BC [és] més llarga que F'G.

[Demostracid.] a) Pel punt E, tirem els -

[segments]| EH i EK, perpendiculars a -
les cordes BC'i FG |, respectivament)].

[E112]

Com que [, per hipotesi,] BC' és més

propera al centre i F'G més llunyana,

EK [és] més gran que EH. [D11 5.
Ara considerem [el segment| EL igual - C

a EH, [Ex3] FiGURA Emi15

i LM [el segment] perpendicular a EK que passa per L. [E111]
Prolonguem-lo fins a N. [P 2]
Unim EM, EN, EF i EG. P 1]
Com que [, per construcci6,] EH i EL s6n iguals,

[les cordes] BC'i M N també ho son. [Err1 14]
Pero, com que [els radis| EA i EM sén iguals,

i ED i EN també, [D115]

resulta que AD és igual a MFE i EN [junts]. [Nc 2]
Pero ME i EN [junts] sén més llargs que M N [E120]

[i, per tant, AD és més llarg que M N] i M N [és] igual a BC.
En conseqiiéncia, AD és més llarg que BC. o

Com que els dos [radis junts] ME i EN s6n iguals als [dos radis
junts] FE, EG,
i 'angle MEN [és] més gran que 1'angle @,673
la base M'N és més gran que la base F'G. [E124]
Pero hem vist que M N és igual a BC.

672. Caldria dir «més propera al centre», o definir el concepte de «dis-
tancia entre dues cordes». Observem que les cordes BC', M N no sén seg-
ments parallels a AD.

673. Aix0 no s’ha provat. Pero no deixa de ser curiés aquest raonament,
atés que és una conseqiiencia immediata del teorema de Pitagores i de la
nota E98 (pagina [Z48). Vegeu el problema B2 (pagina B61).
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[En conseqiiéncia, BC' també és més gran que F'G.] [nota E1T]
I, en definitiva, a) el diametre AD [és] la corda més llarga,

ib) [la corda] BC [és] més llarga que [la corda] F'G. a

I aixo és el que voliem demostrar. 'y

Em 16. Tirem un [segment] perpendicular a un extrem del diametre
d’un cercle. a) Es un segment extern al cercle. b) No és possible in-
terpolar cap segment rectilini a 'espai entre [el segment] perpendicular
i la circumferéncia. I, a més, ¢) Uangle del semicercle és més gran, i

langle que queda és més petit que qualsevol angle agut.5™

Sigui OABC' un cercle de centre D. B
Considerem el diametre AB.
Afirmo que [el segment] perpen-

dicular a AB per A [E111]

cau fora del cercle [per més que el
prolonguem].

[Demostracid.] a) En cas contra-

11,575 entra dins del cercle, com [la

corda] CA (figura EII116).

E
Unim DC. [P1] - Bl
Com que [els radis] DA i DC 1GURA BTG
son iguals, angle DAC també ho és a I'angle AC'D, [E15]

i els angles DAC i ACD [sén] rectes.

En conseqiiencia, el triangle A AC'D té dos angles rectes, DAC i
ACD. 1 aixo és impossible. [E117]

En definitiva, la perpendicular a AB per A és exterior.

D’una manera semblant, establim que no pot caure sobre la cir-
cumferencia.

Per tant, és exterior [al cercle]. [ )

674. Indirectament, aquesta proposici6 resol el problema que consis-
teix a tirar un segment tangent a una circumferencia per un punt de la
circumferéncia. Recordem que Jordanus de Nemore anomena «angle de
contacte» I’angle que determinen una tangent i ’arc amb el vértex al punt
de tangencia. Vegeu HEATH (1925), volum 11, p. 39-43.

675. Hipotesi de ’absurd.
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b) Considerem el segment AFE (de la figura E1116).
Afirmo que no podem inserir cap altre segment entre AE i 'arc

CHA.

[Demostracié.] Si és possible,576

considerem el segment AF (figura E11116)

i tirem el [segment] perpendicular DG de D a AF. [E112]
Aleshores, com que 'angle AGD és recte i (Pangle) DAG [és] més

petit que un angle recte,

[el segment] AD [és] més gran que [el segment] DG. [E119]
I, atés que [el segment] AD [és] igual a [el segment] DH,

resulta que [el segment] DH [és] més gran que [el segment] DG,

[nota E1T]

el més petit que el més gran. I aixo és impossible. [Ne 5]
Per tant, no és possible intercalar cap segment entre el segment

AF i la circumferéncia. )

¢) També afirmo que l'angle semicircular limitat pel segment AB i

larc87? A%C és més gran que qualsevol angle agut rectilini,

i angle restant limitat per I'arc API C i el segment AFE és més petit
que qualsevol angle rectilini agut.

[Demostracid.] Si un angle [agut] rectilini és més gran que el [angle]
format pel segment AB i l'arc AI:TC’,

o més petit que I'angle format per 'arc AET C al segment AF,5™8
podem inserir un segment, a ’espai que hi ha entre ’arc A?I Ci
el segment AF),

que determina un angle més gran que l'angle determinat per AB i
I'arc Aﬁ C,

o més petit que 'angle limitat per 'arc AHC' i el segment AE. [Nc 5]
Perd no és possible inserir un segment d’aquesta mena.  [part b]
Aleshores, en cap cas, un [angle] agut rectilini no pot ser més gran

que l'angle format per AB i ’arc AHC| ni tampoc [pot ser] més petit

676. Hipotesi de ’absurd.

677. Recordem que Euclides usa I’expressié «circumferéncia» per a re-
ferir-se a un «arc».

678. Hipotesi de ’absurd.
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que el [angle] format per 'arc AHC i el segment AFE. [ )
I aix0 és el que voliem demostrar. '

E1116, porisma. Aixi, hem posat de manifest que una perpendicular
al diametre per un dels extrems toca el cercle [i ho fa en un tnic punt
perque hem establert que si ho fes en dos punts, el segment seria in-
terior al cercle (E1r2)].

T aix0 és el que voliem provar. ®

Eimn17. Volem tirar una tangent a una circumferencia des d’un punt
[exterior] donat.5™

Siguin A el punt i OBCD la circumfe-
rencia.

Volem tirar una tangent a la circum-
ferencia OBCD pel punt A.
[Construccid.] Determinem el centre F
de la circumferéncia OBCD  [Emil]

i unim AE.580 [P1]
Tirem [el cercle] OAFG de centre E
iradi AE. [P 4]

Considerem el segment perpendicu-

lar a AE per D.%%! [E111] F1GURrRA Emri17

Unim EF®2 i AB. [P1] &

Afirmo que AB és la tangent a la circumferencia OBCD des del
punt A.

679. Podem suposar que el punt no pertany a la circumferéncia perque
aquest cas ’hem establert a E11116. Es clar que no podem fer cap tangent
des d’un punt de interior del cercle [D1112]. Es clouen, doncs, totes les
possibilitats.

680. Ates que A és exterior i AE és més llarg que el radi de la circum-
ferencia donada, AF la talla en un punt D.

681. Aqui Euclides suposa que el segment perpendicular a AE per D
talla el cercle OAFG en un punt F.

682. El punt F' és exterior al cercle OBCD. En conseqiiencia, EFF és
més llarg que el radi del cercle OBCD. Per tant, el segment EF talla la
circumferéncia OBCD per un punt B.
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[Demostracid.] Atés que E és el centre de les circumferéncies O BC' D
i OAFG, els radis respectius EA 1 EF,1 ED i EB s6n iguals. [D115]

Per tant, les parelles [de segments| AE, EB i FE, ED també ho
sén i contenen el mateix angle al vertex F.

En conseqiiéncia, les bases DF i AB, els triangles A DEF i A BAFE,
i els altres angles corresponents son iguals [, respectivament]. [E14]

D’aix0 en resulta que el [angle] EDF [és] igual a EBA
i EDF [és] recte [, per construccid].

Per tant, el [angle] EBA també [és] recte [P4]
i EB és un radi.

I els segments perpendiculars a un extrem del diametre [del cercle]
son tangents a la circumferéncia. [E111 16, porismal]

Aixi doncs, AB és tangent a la circumferéncia O BC'D.

D’aix0 en resulta que el segment AB que hem dibuixat [en la cons-
truccid] és tangent a la circumferéencia OBCD des del punt A.

I aixo és el que voliem demostrar. ®

Ein 18. Tenim un segment tangent a una circumferéncia i un [altre]

que té com a extrems el punt de tangencia i el centre del cercle. Aquest

segment és perpendicular al [segment] tangent.583

Sigui DE un segment tangent a la circumferencia O ABC pel punt C.
Determinem el centre F' de la circumferencia [Emnl]

i unim FC. [P1]
Afirmo que el segment C'F és perpendicular a [el segment tangent]

DE.

[Demostracié.] En cas contrari, %4

per [el punt] F, tirem [el segment] F'G perpendicular a DE. [E112]

Aleshores, com que I'angle FGC és un angle recte,8°
(Pangle) FCG és agut. [E117]

683. Vegeu E11116 i la nota 674 (pagina POR).

Usa l'expressié «el tangent», 1) épontouéve. Es la primera vegada que
usa aquest substantiu, ja que en la proposicié6 anterior usava l’adjectiu
corresponent.

684. Hipotesi de I'absurd.

685. Atencié a la figura, que intenta representar una situacié que no
es pot donar.
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Pero 'angle més gran subtendeix el costat més gran, [E119]
o sigui, F'C [és] més gran que FG.

Ara bé, [els radis] FC i FB [sén]
iguals. [D115)

D’aix0 en resulta que F'B també
[és] més gran que FG, [nota EIO]
el petit [més gran] que el més gran.

I aix6 és impossible. [Nc 5]

Aixi doncs, F'G no és perpendi-
cular a DE.

Analogament, demostrem que cap FIGURA EnT18
altre segment [diferent de F'C| és
perpendicular [a DE].

En definitiva, [el segment] FC és [el segment] perpendicular a
DE.686

Per tant, si un segment és tangent a la circumferencia,
el segment que uneix el centre i el punt de tangencia és perpendicular
a la tangent [pel punt de tangencia).

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ei119. 57 un segment és tangent a una circumferéncia i tirem un
[segment] perpendicular al [segment] tangent pel punt de tangéncia, el

centre [del cercle] es troba al segment tirat [0 a la seva prolongacid].587

Sigui DE [un segment] tangent a la circumferéncia O ABC pel punt C.

Pel punt C, tirem el [segment] perpendicular C'A. [E111]

Afirmo que el centre del cercle es troba damunt [la corda] AC.588
[Demostracié.] Suposem que no és aix{.6%9

Considerem el centre F [del cercle]. [Emnl]

Unim FC. [P1]

686. Sabem que, per un punt exterior a una recta, hi ha un segment
perpendicular [E112].

687. D’alguna manera, és el reciproc d’Erir 18.

688. Fixem-nos que Euclides tira un segment perpendicular a DE per
C i el prolonga fins que talla la circumferencia O ABC' pel punt A. De fet,
considera la corda C' A perpendicular a DFE pel [punt] C.

689. Hipotesi de ’absurd.
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Com que DEFE és tangent a la circumferéncia OABC' i [el segment]
FC uneix el centre i el punt de tangencia,
resulta que F'C és perpendicular a DE. [E11 18]

[Aleshores, angle] FCE és un an-
gle recte.

Perd ACE també ho és.

Per tant, [els angles] FCE i ACE
sén iguals, el petit i el gran. I aixo és

impossible. [Ne 5]
D’aix0 en resulta que F no és el

centre del cercle OABC. D E
Analogament, establim que cap Ficura Enr19

punt que no es trobi a [el didmetre] AC pot ser el centre del cer-
cle.
En definitiva, si un segment és tangent a una circumferencia
i un altre és perpendicular pel punt de tangencia,
el centre del cercle es troba damunt la corda perpendicular.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E11120. En un cercle, l’angle amb el vértex al centre és doble que l’an-
gle amb el vérter a la circumferéncia quan tots dos subtendeizen el
mateiz arc de circumferéncia.%%°

Siguin O ABC' un cercle, BEC un angle [amb el vertex] al centre
i BAC [un angle amb el vertex] a la circumferéncia.

[Demostracié.] a)%! Unim AFE i el prolonguem fins a F. [P11i2]

Ates que [els radis] AE i EB sén iguals, [D115]
els angles FAB i EBA també ho son. [E15]

690. El text diu: «quan els angles tenen la mateixa circumferéncia com
a basey, un pel imprecis.

691. Euclides distingeix dos casos: a) aquell en qué l’angle inscrit
—amb el vertex a la circumferéncia— conté el centre; i b) aquell altre
en el qual no passa aixo.

De fet, la demostracié es basa en un lema previ: «L’enunciat val per
a tots els angles inscrits i centrals que subtendeixen el mateix arc, els
costats respectius dels quals sén un diametre i una corda, i un radi d’a-
quest diametre i un altre radi, respectivament.» Considereu, per exemple,
els angles BAF i BEF.
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Per tant, EAB i EBA [junts] fan el doble de EAB.

Ara bé, ('angle) BEF és igual a EAB i EBA [junts]. [E132]

Per tant, (Pangle) BEF fa el doble que (Pangle) EAB. [Nc1,21i 3]

Per les mateixes raons, (’angle) FEC fa el doble que (Pangle)
EAC. [Nel, 21 3]

D’aix0 en resulta que (’angle) BEC fa

SRR D
el doble que (I'angle) BAC. [Nc2] [ )
[Demostracid.] b) Ara tirem un segment
trencat.592 A r — N
\ F

Sigui BDC un altre angle, amb el ver-
tex D a la circumfereéncia .
[, que subtendeix el mateix arc BC].
Unim DFE i prolonguem finsa G. [P 11 2]

Aleshores, analogament [a com ho hem Ficura Ei120

B

fet abans],
establim que 'angle GEC fa el doble que l'angle GD(C6%
i (langle) GEB fa el doble que (angle) EDB.6%

D’aix0 en resulta que (’angle) diferéncia BEC fa el doble que ('an-
gle) diferéncia BDC. [Ne 3] a

En un cercle, doncs, 'angle amb el vertex al centre de la circumfe-
rencia fa el doble que 'angle amb el vertex a la circumferéncia quan
[els angles] subtendeixen el mateix arc.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Eni121. Tots els angles [inscrits] collocats al mateix segment [circular]

d’un cercle sén iguals.5%°

692. El text diu: «xexhdoVw 8% ndhivy, és a dir, «trenquis novament»
(un segment). Usa el verb x\&6, ‘trencar’. Curiosament, segons [ARISTO
TIL (1988), Analitics segons, 110, 76b 9, edicié castellana, p. 365. Vegeu
PUERTAS (1991)), nota 93, p. 317. »xkexdodou és un dels termes geometrics
que cal assumir.

693. El text diu «que ’angle EDO».

694. Fixem-nos que totes dues parelles satisfan les condicions del po-
risma indicat a la nota (pagina 2I3). _

695. Fixem-nos que Euclides, en lloc de fixar-se en 'arc BC' D que sub-
tendeixen els angles, es fixa en el segment de cercle determinat per l'arc
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Siguin OABCD un cercle
i BAD i BED dos angles collocats al mateix segment circular BAAED.
[Demostracid.] Sigui F' el centre del cercle
OABCD. [Emr1]
Unim BF i FD. P1]
Com que l'angle BFD té el vertex al
centre [del cercle]

A

i ('angle) BAD ala circumferéncia, i tots
dos subtendeixen el mateix arc BaD,
Pangle BFD fa el doble que (Pangle)
BAD. [E111 20] c

Per les mateixes raons, I’angle BFD fa FIGURA B2l

el doble que ('angle) BED.

Per tant, els angles BAD i BFD sén iguals. [Nc6']
I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

E1122. Els angles oposats d’un quadrilater inscrit en un cercle equi-
valen a dos angles rectes.%6

Siguin OABCD un cercle
i & ABCD un quadrilater inscrit [en el cercle].

Afirmo que els angles oposats fan dos angles rectes.

[Demostracié.] Unim AC i BD. [P1]
Aleshores, com que els tres angles d’un triangle fan dos angles rec-
tes, [E132]

BAED. Tots els angles inscrits collocats en aquest segment circular sub-

tendeixen el mateix arc BC'D, que és el complement de ’'arc BAED que
determina el segment circular.

Aquesta proposicié —un simple porisma de I'anterior— és un «teore-
ma d’invariancia»: «Tots els angles inscrits que subtendeixen un mateix
arc son iguals i valen la meitat de 'angle central que subtendeix el ma-
teix arc, que és tunic i esta ben determinat pel centre i pels dos extrems
de l'arc, els quals determinen dos radis.»

Ara, la definicié Dur 11 queda justificada perqué no hi ha dependéncia
de 'angle concret triat i, per tant, la demanda d’aquesta definici6 —com
a BEI111 23— és licita.

696. Es un porisma de Panterior.
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els tres angles @, ABC i BCA del triangle A ABC fan dos angles
rectes.
Pero l'angle CAB és igual a ’angle BDC
perqué tots dos sén al mateix segment circular =~ BADC, [E1121]
i 'angle ACB és igual a 'angle ADB
perqueé tots dos sén al mateix segment cir-
cular =~ ADCB. [E1121]
Per tant, I’angle ADC és igual als angles
BAC i ACB [junts].

Afegim I'angle ABC a cadascun [dels an-

teriors].
Obtenim que els angles @,W i
F1cura Emi22 ACB [junts] son iguals als angles ABC
i ADC [junts]. [Nc2]
Pero els angles @, BAC i ACB [junts] fan dos angles rectes.
Per tant, els angles ABC i ADC [junts] també. [Nc1]

Analogament, podem provar que els angles BAD i DOB [junts]
fan dos angles rectes.

I aixo és el que voliem demostrar. ®

E11123. Sobre un mateix costat d’una corda no podem construir dos
segments semblants i diferents alhora.

[Demostracid.] Suposem que és possible

queb9” tinguem dos segments semblants

i diferents —~ ACB i ~ADB

damunt el mateix costat de la corda AB. 4
Tirem el segment ACD.%%® P11 2] F1Gura Emr23
Unim CB i DB. [P1]

697. Hipotesi de ’absurd.

698. A la figura sembla, implicitament, que un arc esta a l'interior
de laltre o, dit d’una altra manera, que 'un és interior i I'altre exteri-
or. Ara bé, a la figura de la proposicié segiient es preveu la possibilitat
que aix0 no sigui aixi: una part d’un dels arcs, primerament, és interi-
or a l'altre; després, el talla; i després, és exterior. Pero aixo contradiu
Ei11 10. Per tant, no és possible.
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Ara bé, els segments [circulars] =~ ACB i = ADB sén semblants i,
com que [, per definicid,] els segments semblants sén els que admeten

angles iguals, [Dirr 11]
I’angle extern ACB i I’angle intern ADB [del triangle A BC'D] sén
iguals, cosa que és impossible. [E116]
I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

Ein124. Els segments semblants de cercles amb cordes iguals son iguals
entre si.

Considerem els dos

segments  circulars P G ———- E
semblants —~ AEB i L )

- /
= CFD amb les cor- é £ >
des respectives AB i FIGURA B 24
CD iguals.

Afirmo que el segment =~ AEB és igual al segment =~ CFD.

[Demostracié.] Apliquem el segment — AEB al segment — C'FD,5%
el punt A damunt el punt C, i la corda AB damunt la corda C'D.
Aleshores, el punt B coincidira amb el punt D,
ates que AB és igual a CD.70
I, si AB i CD coincideixen, els segments = AEB i = CFD també
ho fan.
En efecte, si els segments AB i C'D coincideixen pero els segments
~AEB i ~CFD no ho fan,”!
amb tota certesa, un dels segments
a) caura totalment a dins,

b) caura totalment a fora,”"? o

¢) es comportara com mostra la figura.”3

699. Com en les demostracions d’E14 i E18, Euclides recorre al movi-
ment o «aplicacio».

700. Si no fos aixi, AB, un cop mogut, seria més llarg o més curt que
CD i, per Nc4, tot allo que coincideix és igual: el llarg ho és al curt o el
curt al llarg.

701. Hipotesi de ’absurd.

702. Els casos a i b contradiuen E111 23, cosa que és impossible.

703. Vegeu la nota (pagina £18).
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En el tercer cas, tindriem dos cercles amb tres punts en comi.”**

I aix0 és impossible. [Enr10]
En definitiva, si apliquem el segment AB sobre el segment C'D,
és del tot impossible que el segment =~ AEB no coincideixi amb el

segment — CFD. [E11123]
I, per tant, tots dos segments sén iguals. [Nc 4]
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E1125. Donat un segment circular, volem construir el cercle del qual
és segment.
Sigui =~ ABC el segment donat d’un cercle.
Volem completar el cercle que té el segment circular —~ ABC' com
a segment circular.
[Construccid i demostracid.] Dimidiem el
segment donat AC pel [punt] D  [E110]
i considerem el [segment] perpendicular
DB del punt D a la base AC. [E111]
Unim AB. [P1]
Aleshores, 'angle ABD és, amb tota
certesa,

a) més gran,

b) igual, o

¢) més petit que (I’angle) BAD.7% FIGuRrA ElI25a

[Cas a] En primer lloc, suposem que és més gran (figura E11125a).
Considerem (’angle) BAE igual a 'angle A/B\D, construit sobre el

segment BA amb vertex al punt A. [E123]
Prolonguem DB fins a E7° i unim EC. [P11i2]
Per tant, com que ’angle ABE és igual a @,

els segments EB i F'A sén iguals. [E16]

I, com que AD és igual a DC i DE [és] com,
els dos segments AD i DE s6n iguals als dos (segments) CD i DE,

704. Sense coincidir com a cercles.

705. Ens trobem amb una demostracié per casos tipica.

706. Fixem-nos que, per P 5, la prolongacié de BD i el costat AFE es
tallen.
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respectivament.
Els angles ADE i CDE sén iguals, ja que sén rectes [D110 i P4]
iles bases AE i CE sén iguals. [Exr4]
Pero hem vist que [els segments] AE i BE sén iguals.
Per tant, [els segments] BE i C'E també ho sén. [Nc1]
D’aix0 en resulta que els tres segments AE, EB i EC sén iguals
entre si.
Aleshores, si tirem la circumferéncia de centre £ [P 2]

i radi un dels segments AE, EB o EC,

passara per tots els punts de I'arc associat al segment circular

i determinara el cercle que el té com a segment. [E1119]
També és clar que el segment —~ ABC és més petit que un semi-

cercle,

atés que el centre E cau fora. F W Y

[Cas b] Analogament, si 'angle ABD és igual a

I’angle B/@,

[com que] AD és igual a BD i DC, [E16]
els segments DA, DB i DC' s6n iguals entre si.
[Ne1]

D’aix0 en resulta que el punt D és el centre de
la circumferéncia. [E1119]

I [el segment circular] = ABC és, de forma ma-

nifesta, un semicercle. & o FIGURA EII 255

7 [Cas c] I, a més, si ('angle) ABD és més petit que

(Pangle) @,

construim [I’angle E@] igual a langle A/B\D,

sobre el segment BA i amb el vertex a A.  [E123]
En aquest cas, el centre es troba al segment DB,

o sigui, a l'interior del segment [circular] ABC.

I el segment [circular] = ABC' és manifestament
FIGURA BII25¢ 145 oran que un semicercle.
I aixi hem construit el cercle que té com a segment [circular| el

segment [circular] — ABC."7 & A

707. Salvant les diferéncies indiscutibles, observem l’analogia entre
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I aix0 és el que voliem demostrar. [Dr15] A

E11126. En dos cercles iguals, angles centrals o inscrits iquals subten-
deizen el mateizr arc.
Siguin OABC' i ODEF dos cercles 1guals
I en cadascun siguin BGC i EHF angles centrals iguals,
i BAC i EDF [angles] inscrits iguals.

Afirmo que 'arc BIA(C és igual a l'arc EEF

[Demostracid.] Unim BC i EF. [P1]
Com que els cercles OABC i ODEF sén iguals,
tenen radis iguals. [Di1r 1]

Aixi doncs, [els dos segments] BG i GC' [s6n] iguals [als dos seg-
ments] EH i HF [, respectivament,]
i Pangle de vertex G [és] igual al de vertex H.

Per tant, les bases BC' i EF sén iguals. [E14]

I, com que I’angle de
vertex A és igual a [el
de vertex| D,

[hipotesi]

els segments [circu- / /
lars] = BAC'i = EDF
sén semblants [Dir11] B E F
i subtendeixen cordes ’
[BC i EF| iguals.

I segments circulars semblants que subtendeixen cordes iguals sén
iguals entre si. [E111 24]

Per tant, els segments [circulars] =~ BAC i = EDF s6n iguals.

Els arcs AE’C’ i DEF també ho sén.

I els arcs complementaris BKC i ELF també. [Ne 3]
D’aix0 en resulta que, en cercles iguals, angles centrals iguals sub-

Ficura Eii126

tendeixen arcs iguals.

I aixo és el que voliem demostrar. ®

aquesta triple analisi i la d’Hipocrates de Quios quan parla de les ldnules.
Vegeu PLA (20164), p. 244 i seglients.
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E1i27. En dos cercles iguals, dos angles centrals que subtendeixen el
mateiz arc son iguals.”®®

Siguin BGC i EHF dos angles centrals [amb el vértex| als centres G
i H, respectivament.

Con51derem els angles inscrits BAC i EDF que subtendeixen els
arcs iguals BC i EF dels cercles 1guals OABC i ODEF.
[Demostracid.] Si els angles BGC i EHF sén diferents,” un és més
gran que 'altre.

Suposem que (’an-
gle) BGC és el més
gran,

i que ('angle) BGK

és igual a (langle) B

E/Iﬁ', construit so-

bre el costat BG Fiaura Em 27

amb vertex a G. [E123]
Pero, en circumferencies iguals, angles centrals que subtendeixen

A D

arcs iguals son iguals. [E111 26]

—~ —~

D’aix0 en resulta que els arcs BK i E'F' sén iguals.
Pero els arcs E/\F i B/\C son iguals;
per tant, els arcs BK i BAC' també ho sén, [Ne1]
el petit [és] igual al gran. I aixd és impossible. [Nch
En conseqiiéncia, els angles BGC i EHF sén iguals.
Pero l'angle [amb el vertex] a A val la meitat de Pangle BGC,
i Pangle [amb el vertex] a D la meitat de angle EHF. [E11120].
Aixi, en cercles iguals, els angles centrals que subtendeixen arcs
iguals sén iguals. [Nc6']

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

En28. En cercles iguals, dues cordes iguals determinen [dues parelles
de] arcs iguals, Uarc més gran [igual] al més gran i el més petit al més
petit [, respectivament).

Siguin OABC i ODEF dos cercles iguals,

708. Es la proposici6 reciproca de Ianterior. La usarem a Ev133.
709. Hipotesi de ’absurd.
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i AB i DFE dues cordes iguals, [una de cadascun] d’aquests cercles,

que determinen els arcs grans AC’B i DFE

i els arcs petits AGB i DHE [ respect1vament].710

Afirmo que els arcs grans ACB i DFE son iguals entre si
i que els arcs petits AGB i DHE també ho sén.

[Demostracid.] Determi- c I
nem els centres dels cer-
cles, K'i L. [Errn 1]
Unim AK,KB,DL i
LE. [P1]
Els cercles iguals
[0ABC i ODEF]tenen “~N__ 7~ PN 7"
radis iguals. [Di 1] G H
Per tant, els segments FIGURA Emi28
AK i KB s6n iguals [als segments] DL i LE [, respectivament,]
i les bases AB i DE també. [hipotesi]
D’aix0 en resulta que els angles AKB i DLE sén iguals entre si.
[Ex8]
I, en cercles iguals, angles centrals iguals subtendeixen arcs iguals,
= = [E111 26]
és a dir, els arcs AGB i DHE sén iguals.
Pero les circumferéncies OABC i ODEF també ho sén. [hipotesi]
Per tant, els romanents ACB i DFE sén iguals. [Nc 3]
En definitiva, en cercles iguals, cordes iguals determinen arcs iguals,
el gran ho és al gran, i el petit al petit.
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E11129. En cercles iguals, cordes iguals subtendeizen arcs iguals.”!

Siguin OABC i ODFEF dos cercles 1guals
Considerem™'? dos arcs”'3 BGC i EHF iguals.

710. Exclou el cas evident en el qual les rectes AB i DFE s6n diametres.
En aquest cas cal recérrer a D117 i a Nc6'.

711. Es la proposicié reciproca de anterior.

712. El text diu «tallem».

713. El text diu «dues circumferéncies».
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Tirem les cordes BC' i EF.
Afirmo que les cordes BC' i E'F s6n iguals.

[Demostracid.] Prenem els centres K i L dels cercles. [Enir 1]
Unim BK, KC,EL i LF. P 1]
Ates que els cercles OABC i ODEF sén iguals [D1ir 1]

i els arcs [respectius] BGC i EHF també,

resulta que els angles centrals BKC i ELF també ho sén. [E11127]
Per tant, els seg-

ments BK i KC so6n

iguals als segments

FELiLF, respectiva-

ment,

i determinen angles

iguals. B v C E v F

En conseqiiéncia, e

les bases BC' i EF FIGURA EIII29 "

sén iguals. [Er4]
Per tant, en cercles iguals, els arcs iguals subtendeixen cordes

iguals.

I aix0 és el que voliem demostrar. a1

715

E130. Volem dimidiar un arc de circumferéncia.

Considerem ’arc ABB .
Volem dimidiar-lo.

[Demostracid.] Unim AB [P1]
i el dimidiem per C. [E110]
Des del punt C, tirem el [segment] per-
pendicular C'D al segment AB. [Er1l]
Ficura Emr30 Unim AD i DB. [P1]

714. Al llibre 1v les proposicions E11127, 28,29 i 30 s6n necessaries per
a establir que els poligons inscrits amb costats iguals determinen angles
centrals iguals.

715. Aquesta proposicié és d’una gran importancia en la geometria del
regle i el compas, ja que permet construir poligons regulars amb el doble
de costats que un poligon regular ja construit.
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Ateés que [els segments] AC' i C'B sén iguals i [el segment] CD és
un costat comi,

els segments AC' 1 CD s6n iguals als segments BC' 1 CD,

i els angles A/Cb, BCD sém iguals, ja que cadascun és recte. [P 4]
Per tant, les bases AD i DB sén iguals. [Er4]
En definitiva, AD i DB sén cordes iguals que determinen arcs

iguals,

el més gran ho és al més gran i el més petit al més petit.  [Enr28]

Pero cada arc - AD DB és més petit que mitja circumferéncia. 716

Per tant, l’arc AD é és igual a larc DB.

En conseqiiencia, els arcs AD i DB sén iguals.
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Eun3l. En un cercle, a) langle a un semicercle és un angle recte, b) el

que és en un segment més gran [que mig cercle és] més petit que un

angle recte, c) el que és en un segment més petit [que mig cercle €]

més gran que un angle recte i d) langle d’un segment més gran [que

un semicercle] és més gran que un angle recte i l'angle d’un segment

més petit [que un semicercle] és més petit que un angle recte.

Siguin ©ABCD un cercle,”'” BC un diametre

i E el centre. [Er 1]
Considerem els segments BA, AC, AD i DC. [P1]

Afirmo que [a] Pangle BAC del semicercle — BAC és un angle
recte; [b] Pangle ABC sobre el segment — ABC, [que és] més gran
que un semicercle, és més petit que un angle recte, i [¢] 'angle ADC
sobre el segment — ADC, [que és| més petit que un semicercle, és
més gran que un angle recte.

[Demostracid.] a) Considerem AFE [P1]
i prolonguem la corda AB fins al punt F'. [P 2]

Atés que BE és igual a EA [ja que s6n radis],

resulta que els angles ABE i BAE també ho sén. [E15]

716. Aquesta és una precisié necessaria, ja que si la corda no és un
diametre, determina dos arcs, I'un és més petit que mitja circumferencia
i Valtre, més gran.

717. Cal fer atencié a les definicions D11 7 i 8.
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Analogament, CE i EA sén iguals i, de retruc, els angles ACE i

CAE també. [E15)
Per tant, I’angle complet BAC és igual als dos [angles] ABCiACB

[junts], [Nc 2]

i 'angle FAC , [que és] un angle extern del triangle A ABC,

és igual als dos angles ABC i ACB. [E132]

En conseqiiencia, l'angle BAC F

—_— C
també [és] igual a Pangle FAC.

D
/

[Nc1]
Per tant, tots dos sén angles rec- .\
tes. [D110] A

D’aix0 en resulta que l'angle
BAC en el semicercle &> BAC

[D11 8]
[amb el vértex A] és un angle recte. B

o Ficura Emr31
b) Ates que els dos angles ABC i BAC del triangle A ABC sén més
petits que dos angles rectes [E117]

i 'angle BAC és un angle recte,
resulta que I'angle ABC és més petit que un angle recte,”'8
pero és langle en el segment = ABC, [que és] més gran que un se-
micercle. [Nc 5] A
¢) Ateés que A ABCD és un quadrilater inscrit en un cercle
i que la suma dels angles oposats d’un quadrilater inscrit en un cercle
val dos angles rectes, [E111 22]
I’angle ABC és més petit que un angle recte
[, ja que els angles ABC i A/D\C, junts, valen dos angles rectes].

Per tant, 'angle diferéncia ADC és més gran que un angle recte
i té el vertex D a I’arc d’un segment = ADC més petit que un semi-
cercle. [Nc 5] [ ]
d) Afirmo també que 'angle [A/D\C’] en el segment més gran

—a saber, el que esta determinat per 'arc ABC' i la corda AC—
és més gran que un angle recte,

718. Pel principi de substitucié. Vegeu la nota B0 (pagina [19).
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mentre que I'angle [A/B\C] en el segment més petit

—a saber, el que esta determinat per Parc AD|[C] i la corda AC—
és més petit que un angle recte.
[Demostracié.] Aixo és evident.™?

Ates que ['angle format per] els segments BA i AC és un angle
recte,
(langle) format per l'arc Agc i el segment AC' és més gran que un
angle recte.

Novament, atés que [’angle format pels] segments AC' i AF és un
angle recte,

—~

(langle) format per 'arc AD[C] i el segment C'A és més petit que un
angle recte.

Aixi, en un cercle, 'angle d’un semicercle és un angle recte, el que
és en un segment més gran [és] més petit que un angle recte i el que és
en un segment més petit [és] més gran que un angle recte.

I, a més, 'angle d’un segment més gran [que un semicercle és| més
gran que un angle recte i angle d’un segment més petit [que un semi-
cercle] és més petit que un angle recte. [Nc 5] [ )

I aix0 és el que voliem demostrar. '

[E11131, porisma.™? Si un angle d’un triangle és igual a la suma dels
altres dos, aleshores és recte.

Efectivament, aquest angle coincideix amb ’angle adjacent extern al

triangle.] 72!

Eni32. Considerem un segment tangent a [la circumferéncia de] un
cercle i, del punt de contacte, tirem una corda que divideix el cercle en
dues parts. Aleshores, els angles que determina [la corda] amb el [seg-

ment] tangent sén iguals als angles dels segments alterns del cercle.”™?

719. Euclides suma i resta arcs i usa el resultat anterior.

720. Probablement fou intercalat per Te6 d’Alexandria.

721. Enunciat aixi, el podia haver establert com a porisma d’E132. En
aquest context, en canvi, la demostracié es fa inscrivint-lo en un cercle
—tres punts determinen un cercle— i aplicant-hi els resultats d’aquesta
proposicio.

722. Estableix que el valor dels angles semiinscrits respecte de I’angle
central és el mateix que el dels angles inscrits, és a dir, valen la meitat.
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Sigui EF un segment tangent a la circumferencia del cercle OABC D
pel punt B.

Considerem una corda BD del cercle OABCD que tingui un ex-
trem al punt B.

Afirmo que els angles [rectilinis]
determinats per [la corda] BD i
el segment tangent E'F' sén iguals
als angles sobre els segments al-
ternats del cercle,”3
és a dir, 'angle FBD és igual a
I’angle construit sobre el segment
=~ BAD, il'angle EBD és igual a

I’angle construit sobre el segment F F
=DCB. Figura Eii132
[Demostracid.] Considerem el segment BA perpendicular al segment
EF pel punt B. [Er11]
Sigui C un punt arbitrari de I’arc BD.
Considerem [els segments] AD i DC. [P1]

Ates que el segment E'F és tangent a la circumferéncia del cercle
OABCD pel punt B,
i [el segment perpendicular] BA s’ha tirat des del punt de contacte,
resulta que el centre del cercle OABCD és al segment BA.  [E119]
En conseqiieéncia, BA és un diametre del cercle OABCD.

Per tant, I’angle A/DE, que és en un semicercle, és recte.  [E131]
D’aix0 en resulta que els altres angles, BAD i ABD,
[del triangle A ADB junts| fan un angle recte. [E132]

Pero [, per la perpendicularitat,] ’angle ABF també ho és.
Per tant, angle ABF és igual als angles BAD i ABD [junts].
[NeliP4l
Traiem ’angle ABD de cadascun.
D’aix0 en resulta que els angles DBF i BAD que resten sén iguals
[Nc 3]

723. Recordem que «els angles en el segment circular» sén angles rec-
tilinis que tenen el veértex «en» la circumferéncia i estan determinats per
cordes [DI118 (pagina [Z3)].
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i angle BAD és un angle en el segment del cercle alternat. [DI1I18]
Ara, ates que [el quadrilater] & ABCD es troba inscrit en un cercle,
[la suma dels] angles oposats és igual a dos angles rectes. [E122]
Pero els angles DBF i DBE [junts] valen dos angles rectes. [E113]
Per tant, els angles DBF i DBE [junts] sén iguals als angles BAD
i BCD [junts). [Er22 i Ne2
Ja hem vist que els angles BAD i DBF sén iguals.
En conseqiiéncia, ’angle que resta, lﬁ, és igual a I'angle DCB
que es troba al segment alternat —~ DCB del cercle. [Nc 3]
En definitiva, si un segment és tangent a la circumferéncia d’un
cercle i considerem una corda que divideix el cercle en dues parts i
que té un dels extrems al punt de tangencia,
aleshores els angles que determinen la tangent i la corda sén iguals
als angles dels segments alternats del cercle.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E1133. Donats un segment ¢ un angle rectilinis, amb aquest angle vo-
lem fer un segment de cercle sobre el segment.

Siguin AB el segment i C' Dangle, tots
dos rectilinis.

Volem construir un segment de cercle
que accepti ’angle Ciel segment donats,
tots dos rectilinis.

L’angle C' és necessariament
a) agut,
b) recte o

)

¢) obtus.”

a) En primer lloc, analitzem el cas en
que l'angle C és agut.
[Construccid.] Considerem ’angle BAD Ficura En33a
igual a 'angle C' de costat AB i vértex A (figura Eni33a).  [E123]
Aleshores, I'angle BAD també és agut.
Ara tirem el segment AE perpendicular a AD [pel punt A]. [E111]

724. Euclides usa la distincié de casos.
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El punt F dimidia el segment AB i el punt G, el segment AFE; [E110]
tirem el segment perpendicular FG del punt F al segment AB [E111]
i, finalment, considerem GB.7?° [P1]

Ates que AF ésigual a FB i FG [és] comu,
els dos (segments) AF i FG sén iguals als dos (segments) BF i F'G
[, respectivament,]

i Pangle AFG [és] igual a (I'angle) BFG.

I les bases AG i BG so6n iguals. [E14]

Aleshores, [per definicid,] el cercle de centre G i radi GA passa pel
punt B [i, Obviament, per A].

[La circumferéncia de centre G i radi GA talla la seva prolongacié
AFE pel punt E.|

Aixi queda determinat el segment —~ ABFE. &
[Demostracid.] Unim EB. [P1]
Ates que [el segment] AD és perpendicular al diametre AFE pel
punt A,
el [segment] AD és tangent al cercle OABE. [El11 16, porisma]

En conseqiiéncia, el segment AD és tangent al cercle OABFE
i el segment AB és una corda [amb un extrem al punt AJ.
Per tant, 'angle DAB és igual a l'angle AEB sobre el segment

circular alternat del cercle. [E111 32]726
Ara bé, Pangle DAB és igual a Pangle C.
Per tant, els angles C'i AEB també ho sén. [Nc1]

En definitiva, hem fet el segment — AEB d’angle A/E\B, igual a
I’angle donat C‘, sobre el segment AB.
I aixo és el que voliem demostrar. 'y
b) En segon lloc, analitzem el cas en qué l'angle C és recte.
[Construccid.] Volem fer un segment de cercle = AEB que accepti

langle [donat] C, que és recte, damunt la corda AB.
Com abans, fem I'angle BAD igual a C' (figura E1133b).  [E123]

725. Suposa que el punt G és un punt del segment AFE, és a dir, que els
segments AE i F'G es tallen.

726. Fixem-nos que Euclides usa el fet que angles de costats perpen-
diculars i de la mateixa classe sén iguals. Ho estableix implicitament a
E11132, com acabem de veure. De fet, n’és un porisma.
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Dimidiem el segment AB pel punt F'. [E110]
Amb centre F' i un dels segments FA o F'B com a radi, tirem la
circumferencia OAEB. [P 3]
El segment AD és tangent al cercle OABE, atés que l'angle [amb
el vertex] a A és recte [E111 16, porismal
[, i el semicercle determinat pel didmetre és el segment que busquem].

&
[Demostracio.] L’angle BAD és igual a l’an-
gle del segment —~ AEB.
I aix0 és aixi perque és un semicercle.
[E1131]
Pero l'angle BAD és igual a I'angle C.
En definitiva, l'angle en el segment
= AEB és igual a I’angle C.
I aixo és el que voliem demostrar. &

Vil ¢) En tercer lloc, analitzem el cas en que
FicuraA Enr33b I'angle C' és obtus.

[Construccid.] Fem 'angle BAD igual a l'angle C’, amb un costat a

AB i vertex a A (figura Enr33c). [E123]

Pel punt A, tirem el segment AE perpendi-

cular al segment AD. [E111]
Ara dimidiem el segment AB pel punt F

[E110]

i tirem [el segment] perpendicular F'G a AB.

[E111]

Unim GB. [P1]

Com que AF ésigual a FB i FG és comu,

els segments AF i F'G s6n iguals als segments

BF i FG [, respectivament]. FIGURA FImI 33¢
Pero, a més, els angles AFG i BFG sén

iguals. [P 4]
Per tant, resulta que la base AG és igual a la base BG. [Er4]

Per definicid, la circumferéncia de centre G i radi GA passa per B
[D115]
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i determina el segment AEB. &

[Demostracid.] Atés que AD és perpendicular al diametre AE pel

punt A,

AD és tangent a la circumferéncia OABE per A. [E1116, porismal
Pero AB és una corda [, diferent del diametre,] que passa per A.
D’aix0 en resulta que l'angle BAD és igual a l'angle construit en

el segment altern — AHB. [E111 32]
Pero I'angle BAD és igual a angle C

i, per tant, ’angle AHB ho és a angle C. o

I aix0 és el que voliem demostrar. o

Ein 34. Volem determinar un segment d’un cercle que tingui un angle
rectilini donat.
Siguin OABC el cercle i D I'angle rectilini.

Volem determinar un segment
del cercle donat OABC que ac-
cepti 'angle donat D.

Considerem el segment [rectili-
ni] EF tangent a [la circumferen- | £
cia] OABC pel punt B. [Emil7] g

Construim ’angle FBC igual a
I’angle donat D, sobre el segment B q
BF iamb vértex al punt B. [E123]

Aleshores, atés que [el segment)]
EF és tangent al cercle OABC'

i [el segment] BC és una corda que

A

Ficura Enr34
té un extrem a B,

resulta que 'angle FBC és igual a ’angle que determina el segment
alternat —~ BAC. [E111 32]
Pero 'angle FBC és igual a [angle donat] D.
Per tant, [angle inscrit] en 'arc BAC també és igual a [Pangle

A

donat] D. [Nc1]

I aix0 és el que voliem demostrar. a2

727. En realitat, solament ho hem establert quan ’angle D és agut. Els
casos d’angle recte i obtus es dedueixen d’E1i131 i 22, respectivament. Ve-
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Ein 35. Si dues cordes d’un cercle es tallen [dins el cercle], el rectangle
de costats les dues parts de la primera és igual al rectangle format per
les dues parts de la segona.™®

Siguin AC' i BD dues cordes del cercle OABCD

que es tallen pel punt E.

Afirmo que el rectangle de costats AE i EC és equivalent”? al rec-
tangle de costats DE i EB.™0
[Demostracid.] a) Si 4
AC' i BD passen pel
centre [, és a dir, sén D
diametres  (figura
Em 35, esquerra)],  Z
els quatre segments

AE, EC, DE i EB ¢
sén iguals.
En conseqiiencia, F1GURA EI1135
el rectangle de costats AE i EC és equivalent al rectangle de cos-
tats DE i EB.™! P

b) Suposem, doncs, que els dos segments AC i BD no passen pel cen-
tre (figura E11135, dreta).

Sigui F el centre del cercle OABCD. [Emrl]
Des de F, tirem [els segments] F'G i FH perpendiculars als seg-
ments AC' i BD, respectivament. [E112]
Considerem els segments F'B, FC' i FE. [P1]

geu el problema BA (pagina B3).

728. Es la «invaridncia de la poténcia» d’un punt a una circumferéncia,
si entenem per «poteéncia» precisament l'area del rectangle que formen
les dues parts d’una corda que passa pel punt en qiiestié. Val la pena ob-
servar que Euclides estableix aquesta propietat abans d’haver assentat
la teoria de la proporcié i la semblanca de triangles, cosa que faria que la
demostraci6 fos molt més senzilla. Vegeu el problema B (pagina B65). Pero
Euclides usa el métode tangram, és a dir, E115 i 6. I, curiosament, aquestes
dues proposicions son les del llibre 11 que Euclides usa al llibre 111. Per aixo,
aquest llibre és gairebé independent d’aquell.

729. En el sentit de ‘té la mateixa area’.

730. A la demostracié usa la disjuncié de casos.

731. Vegeu la nota 098 (pagina [ZR).
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Ara, ates que el segment GF', que passa pel centre,
és perpendicular a la corda AC, que no hi passa, la dimidia. [E13]
Es a dir, AG i GC sén iguals.

Aleshores, atés que G divideix el segment AC' en dues parts iguals
i E [el divideix] en dues de diferents,
el rectangle de costat AE i EC més el quadrat de costat EG és igual
al [quadrat] de costat GC.732 [E11 5]

Afegim a tots dos [el quadrat] de costat GF'.

Tenim que el [rectangle] format per AE i EC més [la suma de]
els quadrats de costats GE i GF equival a la suma dels quadrats de

costats CG i GF. [Nc 2]

Pero el [quadrat] de costat F'E equival a la [suma dels quadrats]
de costats EG i GF [E147]
i el [quadrat] de costat F'C' equival a la [suma dels quadrats] de cos-
tats CG i GF. [E147]

En definitiva, el [rectangle] de [costats] AF i EC més el [quadrat]
de costat EF' equival al [quadrat] de costat F'C, [Nc1]

i FC [és] igual a FB.

Tenim, doncs, que el [rectangle] de [costats] AE i EC més el [qua-
drat] de costat E'F equival al [quadrat] de costat FB. [Nc1]

[Raonant] analogament, el [rectangle| de [costats] DE i EB més el
[quadrat] de costat EF equival al [quadrat] de costat F'B.

En definitiva, doncs, el [rectangle] de [costats] AE i EC més el [qua-
drat] de costat EF equival al rectangle de costats DE i EB més [el
quadrat] de costat F'E. [P1]

Sostraiem, de tots dos, el quadrat de costat EF.

Els romanents s6n iguals. [Nc 3]

I aix0 és el que voliem demostrar. o o

Ein136. Prenem un punt de ’exterior d’un cercle i tirem dos segments
[radials] cap al cercle, ['un] que el talla i [altre] tangent. Resulta
que el rectangle de costats el segment sencer i la part del segment que
queda fora del cercle, entre el punt i la part concava de la circumfe-
réncia, equival al quadrat de costat el [segment] tangent.™3

732. Heus aqui el metode tangram.
733. Estableix la «invariancia» de la potencia d’un punt a una circum-
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Sigui D un punt exterior al cercle OABC.
Considerem dos segments, DC[A] i DB, que radien del punt D cap
al cercle OABC.
Suposem que [el segment] DC'A talla el cercle OABC' i BD [hi] és
tangent. [Enr17]
Afirmo que el rectangle de costats AD i DC' és igual [en area] al
quadrat de [costat] DB.
[Demostracid.] Una de dues:
a) [D]C A passa pel centre, o
b) no ho fa.™*

a) D’antuvi, suposem que hi passa.

Sigui F el centre del cercle OABC. [Emrl]
Considerem [el radi] FB. [P1]
L’[angle] FBD és un angle recte. [E11 18]

Aleshores, ates
que [el punt] F
dimidia el seg-
ment AC i s’hi
afegeix C'D,
el rectangle [de
costats] AD i DC
més el quadrat de
[costat] F'C' equi-

D F1GUurA E1136
val al [quadrat]
de [costat] FD, [E116]
i [els radis] F'C i F'B [s6n] iguals. [Dr15]
Per tant, el [rectangle] de [costats] AD i DC més el [quadrat] de
[costat] F'B equival al [quadrat] de [costat] F'D. [Nc1i 2]

feréncia. Descartes 'usa a la Géométrie per a resoldre les equacions de se-
gon grau. Vegeu PLA T VIADER (1999), p. XL i 20-22.

734. Usa la distincié de casos. Tots dos casos els estableix emprant el
metode tangram. Si bé la teoria de la proporcié, que permet usar la sem-
blanga de triangles, hauria estat més simple, no la pot usar perqué encara
no en disposa. Es, de bell nou, una demostracié sotmesa a 1’esdevenidor
historic de la geometria grega.
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Pero el [quadrat] de [el segment] F'D equival a la suma [dels qua-
drats] de [costats] FB i BD [junts]. [E11r47]
Per tant, el [rectangle] de [costats] AD i DC més el [quadrat] de
[costat] F'B és igual a la suma [dels quadrats| de [costats] F'B i BD

[junts]. [Nc1]
De les dues [sumes], en sostraiem el [quadrat] de [costat] F'B

i obtenim la igualtat dels romanents, [Nc 3]

és a dir, Pequivaléncia del [rectangle] de [costats] AD i DC

i el [quadrat] de la tangent BD. A

b) Suposem, en canvi, que DC A no passa pel centre del cercle CABC.
Determinem el centre E del cercle CABC [Emr 1

Unim EB,EC i ED. [P
L’[angle] EBD [és] un angle recte. [Emr18
I, ates que el segment E'F, que passa pel centre,

]
i considerem el [segment] E'F perpendicular al [segment] AC'. [E112]
1]
]

és perpendicular al segment AC, que no hi passa, el dimidia, [E1113]
i, per tant, [els segments] AF i FC sén iguals.

Ara, atés que el punt F dimidia el segment AC i [el segment] CD
el prolonga,
resulta que el [rectangle] de [costats] AD i DC més el [quadrat] de
[costat] F'C equival al [quadrat] de [costat] F'D. [E116]

Afegim el [quadrat] de [costat] F'E a tots dos.

D’aix0 en resulta que el [rectangle] de [costats] AD i DC més els
[quadrats] de [costats] CF' i F'E [junts] equival als [quadrats] de [cos-
tats] F'D i F'E [junts]. [Nc 2]

Pero, ates que 'angle EFC és recte,
el [quadrat] de [costat] EC' equival als [quadrats de costats] CF i FE
[junts]. [E147]

I [, per les mateixes raons,] el [quadrat] de [costat] ED equival als
[quadrats de costats] DF i F'E [junts]. [E147]

Per tant, el [rectangle] de [costats] AD i DC més el [quadrat] de
[costat] EC equival al [quadrat] de [costat] ED. [Nc1i2]

Pero [els segments] EC i EB [sén] iguals.

En conseqiiéncia, el [rectangle] de [costats] AD i DC més el [qua-
drat] de [costat] E'B equival al [quadrat] de [costat] ED. [Ncl1i 2]
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I, ates que l'angle EBD és un angle recte,
els [quadrats] de [costats] EB i BD [junts] equivalen al [quadrat] de
[costat] ED. [E147]
Aix{ doncs, el [rectangle] de [costats] AD i DC més el [quadrat] de
[costat] EB equival als [quadrats de costats] EB i BD [junts].
[Neli2]
Ara sostraiem de tots dos el [quadrat] de [costat] EB.
D’aix0 en resulta que els romanents —[el rectangle de costats] AD
i DC i el [quadrat] de [costat] BD— sén equivalents. [Nc3] &

I aixo és el que voliem demostrar. ®

Eimn37. Considerem un punt exterior a un cercle © dos dels segments

que radia sobre el cercle. Suposem que un talla el cercle i l’altre hi in-

cideiz. Suposem que el [rectangle] de [costats] el [segment] sencer que

talla [el cercle] i el [tros del segment] que talla el cercle pero es troba

fora, entre el punt i la part concava de la circumferéncia, equival al

quadrat del segment que incideix sobre el cercle. Aleshores, el segment

incident és tangent a la circumferéncia del cercle.™®

Siguin D un punt exterior a un cercle OABC,

i DCA1i DB dos segments que radien del punt D cap al cercle OABC.
Suposem que [el segment] DC' A talla el cercle i, en canvi,

[el segment] DB hi incideix de manera que el [rectangle] de [costats]

AD i DC és equivalent al [qua-

drat] de [costat] DB.

Afirmo que el segment DB és

Dag-

tangent al cercle.

a) [Demostracid.] Considerem
DE, una tangent a la circumfe-

réencia OABC), [Errr17]

i determinem el centre I’ del cer- >

cle. Ficura Emrg7 (BN
Unim FE,FBi FD. [P1]

735. Aquesta proposicié estableix que la «poténcia d’un punt a una cir-
cumferéncia» caracteritza la tangéncia d’un segment que passa pel punt.
Euclides usa aquest fet en la construccié del pentagon regular [E1v 11].
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El [angle] FED és un angle recte. [E11 18]
Atés que DE és tangent al cercle OABC i [el segment] DCA el
talla,
resulta que el [rectangle] de [costats] AD i DC equival al [quadrat]
de [costat] ED. [E111 36]
I [, per hipotesi,] el [rectangle] de [costats] AD i DC' també equival
al [quadrat] de [costat] DB.
Per tant, el [quadrat] de [costat] DE equival al [quadrat] de [costat]

DB Nel]
i, de retruc, [els segments] DE i DB sén iguals.”3¢
Pero [els radis] FE i FB també ho sén. [D115]

D’aix0 en resulta que els segments DE i EF sén iguals als segments
DB i BF [, respectivament].
I, a més, la base F'D és comuna.

Per tant, els angles DEF i DBF sén iguals. [Ex8]
Pero I'angle DEF és recte.
En conseqiiéncia, ’angle DBF també ho és. [Nc1]
Prolonguem F'B fins a aconseguir un diametre. [P2]
Pero, si un segment rectilini és perpendicular a un diametre per un
dels extrems, és tangent [a la circumferéncia). [E111 16, porismal]
Aix{ doncs, [el segment] DB és tangent a la circumferéncia del cer-
cle OABC. [ )
Passa el mateix si el centre es troba a [el segment] AC. [ )
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

A.1.4 Llibre quart: E1v

Comentaris al llibre 1v. El llibre 1v esta dedicat a cons-
truir, amb regle i compas, els poligons regulars de tres, quatre,
cine, ™7 sis i quinze costats inscrits en un cercle i circumscrits

736. Vegeu la nota 098 (pagina [R).
737. La importancia que Euclides concedeix al pentagon regular queda
palesa en el fet que hi dedica cinc proposicions especifiques.
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a una circumferéncia, és a dir, a establir-ne I'existéncia.™® Les
propietats relatives a aquests poligons regulars constitueixen
«elements» del llibre X111 i, en particular, d’Exii118.

Tots els enunciats sén problemes, i solament el primer i el
dese esdevenen elements auxiliars, és a dir, lemes. En concret,
Eiv 1, que esta subjecte al diorisma que imposa Eimr15, lliga
amb D1v 7 i, de fet, esta vinculat amb E12, ja que «transporta
segments donats adaptant-los a una circumferéncia donaday».™?
I E1v 10 és, efectivament, la construccié previa que necessita
Euclides a E1v 11 per a construir el pentagon regular.

En aquest llibre també es mostra la manera de fer la cir-
cumferencia inscrita en cada un dels poligons regulars suara es-
mentats i circumscrita a cada un.

Tanmateix, cal indicar que, com que podem dividir un angle
per la meitat amb regle i compas, tots els poligons regulars que
podem aconseguir dimidiant els angles de poligons regulars ja
construits sén construibles.

En aquest sentit, no hi ha cap aveng fins que, a finals del
segle xv111, Carl Friedrich Gauss estableix que el poligon regular
de disset costats —i altres— també és construible amb regle i
compas. 40

Com indica Marchini molt encertadament, el llibre 1v és un
apéndix d’una part de 'anterior. Observem que, als llibres 111
i Iv, solament s’usa la meitat —en concret, vint-i-set— de les
cinquanta-set proposicions previes (trenta-set proposicions i dos
porismes al llibre 111, i setze proposicions i dos porismes al llibre
1v). Observem també que, per a establir les proposicions del
llibre 1v, només es necessiten sis proposicions dels llibres 11i 11
—en concret, les KF1401 En1, 9, 10, 121 13. I, per a acabar, no-

738. Algunes de les construccions que s’hi ofereixen sén les mateixes
que trobem en els manuals escolars, pero no és aixi en el cas del pentagon.

739. Vegeu la nota 29 (pagina 22M).

740. El resultat clou el llibre de [GAUSS (1801)).



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 239

tem que la resta de llibres dels FElements —v, VI, VII, VIII,
IX, X, XI, XII i XIII— solament usen mitja dotzena de resul-
tats d’aquest llibre, i aquesta utilitzacié es concentra als tres

darrers.™!

A.1.4a Les definicions d’E1v (“Opot)

Comentaris. El llibre 1v s’obre, com és habitual, amb les de-
finicions. En aquest cas, en sén set de molt simples que fan
referéncia al que s’entén per figura «inscrita» en una altra figu-
ra i «circumscrita» a una altra figura, i en particular, respecte
d’un poligon regular i d’un cercle.

[Text de les definicions d’E1v]

D1v 1. Una figura rectilinia estd inscrita (éyypdpeodou) en una altra
figura rectilinia quan els angles (éxdtne yovag) de la figura inscrita
toquen (&mtnton) els costats respectius de laltra.”?

Div2. I, d’'una manera analoga, una figura rectilinia estd circums-
crita (neprypdypeodon) a una altra figura rectilinia quan els costats
(Exdrne mheupdc) de la figura circumscrita toquen (8mtnton) els angles
respectius’™3 de I’altra.

Di1v 3. Una figura rectilinia estd inscrita (€yypdgpeodou) en un cercle
quan els angles de la figura inscrita toquen (&ntnton) la circumferencia
del cercle.

)74 2 un

D1v 4. Una figura rectilinia estd circumscrita (nepvypdgpeoton
cercle quan els costats de la figura circumscrita sén tangents (E@dmnteo-

741. Vegeu MARCHINI (200€6), p. 79.

742. De fet, sén els vertexs dels angles de la figura inscrita els que to-
quen la circumscrita, s’hi troben.

743. Els vertexs.

744. Fixem-nos que Euclides distingeix entre les dues paraules «8mtn-
Ty —tocar’— i «E@dntecPoun —‘trobar’. Pel context, veiem que, en uns
casos, significa ‘pertanyer’ i, en uns altres, ‘ser tangent a’ Aristotil diu:
«El punt N toca una circumferénciay» (SeSopévne neplpepeiac Epddeton t6

p4
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You) a la circumferéncia del cercle.

D1v 5. Analogament, un cercle esta inscrit en una figura quan la cir-

cumferéncia toca cada un dels costats de la figura.”®

D1v 6. I un cercle circumscriv una figura quan la seva circumferencia

toca cada un dels angles de la figura.”™6

D1v 7. Un segment s’adapta™’

748

a un cercle quan els seus extrems es
troben a la circumferéncia.

A.1.4b Les proposicions d’E1v

[La construccié dels poligons requlars]

Ewv1. Volem adaptar, a un cercle donat,”™® un segment igual a un

segment donat més curt™? que el didmetre del cercle.”™"

Siguin OABC un cercle donat i D un segment més curt que un dia-
metre [del cercle]. [E1115]

Volem aconseguir una corda del cercle OABC' congruent amb el
segment D.

N) i «[Un cercle] troba tots els angles» (dno® Epddeton @& Ywwiisv). Vegeu
ARISTOTIL (1996), llibre 111, capitol 5, §5 i 13 (text C11.9b1, a [PTA
(20164), p. 604 i 606).

745. Es a dir: els costats de la figura circumscrita sén tangents a la
circumferéncia del cercle inscrit.

746. Es a dir: la circumferéncia passa per tots els vértexs dels angles
de la figura.

747. Usa el terme grec évapudlecvo, que retrobem a E1v 1.

748. De fet, Euclides estableix la definicié de «corday». Una «corda»
d’un cercle és un segment rectilini que uneix dos punts de la circumferéncia
del cercle (sense passar pel centre).

749. Caldria precisar que entenem per «cercle» i «circumferéncia» do-
nats. Si significa donar el «centre» i el «radi», no cal recérrer a E111 1. Pero
s’ha d’admetre, aix0 si, que tot radi, quan es prolonga suficientment, ta-
lla la circumferéncia en un altre punt. En canvi, si significa simplement do-
nar «la circumferéncia», aleshores s’ha de determinar el centre de la cir-
cumferencia i unir-lo amb un punt arbitrari per tal d’obtenir-ne un radi.

750. De fet, atés el cas a de la demostracié, hauria de dir: «un segment
que no supera el diametre.»

751. Hi ha, obviament, una limitacié: un diorisma que és un porisma
immediat d’E12 i 3. Vegeu E1i1 15.
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Tirem el diametre BC.75? [Nc1i 2, Enrl]
[Demostracis.]™ a) Si el segment BC' és igual al segment D, hem
establert el que es demana, ja que, en aquest cas, el segment BC, que
és igual a D, s’ha ajustat a la circumferéncia. [

b) D’altra banda, si BC' és més gran
que D, considerem CFE congruent

amb D. [E12]

Amb centre C i radi CFE, tirem el
cercle OFEAF, [P 3]
i unim C'A.7* [P1]

Ates que el punt C és el centre del
cercle OFAF,

els [dos] segments CE i C'A s6n iguals FIGURA Erv1

[perque sén radis del cercle OEAF]. [Dr15]
Pero [els segments] CE i D sén iguals.
Per tant, [els segments] C'A i D també ho sén. [Nc1]
En conseqiiéncia, C'A és una corda del cercle OABC' igual al seg-

ment D. 'y

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E1v 2. Volem inscriure, en un cercle donat, un triangle que tingui els

mateizos angles que un triangle donat.™

Siguin OABC i A DEF un cercle i un triangle donats.

752. S’ha de determinar el centre O del cercle [EI 1], unir un punt ar-
bitrari B de la circumferéncia del cercle amb el centre O [P 1] i prolongar el
segment obtingut BO fins que talli la circumferéncia [P 2] al punt C. Tan-
mateix, aquest punt esta ben determinat, és I'altre vertex de I’hexagon
regular. I s’obté portant el radi BO a la circumferencia a partir del punt
B tres cops. Perod 'hexagon encara no s’ha construit (vegeu la proposicié
Erv 15, pagina P60). Tanmateix, és un porisma immediat d’E11 i 9.

753. La demostracié procedeix per distincié de casos.

754. De forma explicita, aqui Euclides usa un postulat que no ha enun-
ciat mai, com ja hem comentat a la nota (pagina BR): «Quan un cercle
té el centre en un extrem del diametre d’un altre cercle i el radi del primer
és més curt que el diametre del segon, les circumferéncies corresponents es
tallen necessariament [en dos punts].»

755. Observem la vinculacié, no explicitada, amb la semblanca. En
aquest sentit, lliga amb Evi4.
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Volem inscriure un triangle amb els mateixos angles que el triangle
A DEF en el cercle OABC.
[Demostracid.] Tirem el segment GH tangent al cercle OABC pel
punt A. [Enr17]

Fem ('angle) F/E’,
igual a 'angle D/E\F,
sobre el segment AH
[amb vertex] al punt A,

[E123] E
i (langle) @, igual a 7
(langle) DFE, sobre el
segment AG [amb vertex] D
al punt A. [E123] FIGURA E1v2
Unim BC. [P1]

Ara, atés que [el segment] AH és tangent a la circumferéncia del
cercle OABC
i el segment AC és una corda [del cercle] amb un extrem al punt de

contacte A,
(Pangle) HAC és igual a I'angle ABC sobre el segment alternat del
cercle. [E111 32]
Pero els angles HAC i DEF sén iguals.
En conseqiiéncia, els angles ABC i DEF també ho son. [Nc1]

Per les mateixes raons, els [angles] ACB i DFE sén iguals i
[els angles| que romanen, BAC i EDF, també ho sén. [E132 i Nc3]
[D’aix0 en resulta que els triangles A ABC' i A DEF tenen els ma-
teixos angles i [el triangle] A ABC és [un triangle] inscrit en el cercle
OABC ]

I aixo0 és el que voliem demostrar. 'y

E1v 3. Volem circumscriure a un cercle donat un triangle que té els
mateizos angles que un triangle donat.
Siguin OABC' i A DEF un cercle i un triangle donats.

Volem circumscriure un triangle amb els mateixos angles que el
triangle A DEF al cercle OABC.

Considerem el centre K del cercle OABC [E1r 1]
i un radi K B arbitrari [del cercle OABCI. [P1]
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Ara, construim els angles BKA i BKC iguals als angles DEG i
DFH , amb els vertexs a K i un costat al segment K B, respectiva-
ment. [E123]

Considerem els (segments) tangents LAM, MBN i NCL al cercle
OABC pels punts A, B i C, respectivament.”>®

[E111 i Eurr 16, porisma] &
[Demostracid.] Com que [els segments] LM, M N i NL so6n tangents
al cercle OABC pels
punts de tangencia res-
pectius A, Bi C,
[els segments] KA, KB i
K sén radis,
i els angles amb vertexs

als punts A, B i C s6n
rectes. [E11 18] '
I ates que [la suma s
dels] quatre angles del FI1GUrRA E1v3 G
quadrilater & AM BK val quatre angles rectes, [E132]
ja que [el quadrilater] @ AMBK consta de dos triangles,””
[P5 i Emr22]
i els dos angles KAM i KBM sén rectes,
resulta que els altres dos, AKBiAMB , [junts] fan dos angles rectes.
[E131 i Nc2]
Pero els angles DEG i DEF [junts] fan dos angles rectes. [E113]
En conseqiiéncia, [els angles] AKB i AMB [junts] sén iguals als
[angles] DEG i DEF [junts]. [P4iNcl]
I 'un, (I'angle) zﬂ(\B, és igual a (P’angle) DEG [, per construccid].
Aleshores, ('angle) romanent AMB és igual al [angle] romanent
DEF. [Nc3)
Analogament, podem establir que (I’angle) LNB és igual a (l'an-
gle) DFE.

756. Podem veure que aquests tres segments tangents es tallen en tres
punts L, M i N que determinen un triangle. Vegeu el problema BY (pagi-
na B3).

757. Només cal unir els punts M i K [P1].
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I, finalment, (’angle) que queda, MLN , ésigual a (angle) que que-
da, EDF. [E132]
En definitiva, els triangles ALMN i A DEF tenen els matei-
xos angles i, a més, circumscriuen el cercle OABC' [, per construccié
i definicid].
I aixo és el que voliem demostrar. ®
Eiv 4. Volem inscriure un cercle en un triangle donat.
Sigui A ABC un triangle donat.
Volem inscriure-hi un cercle.
[Construccid.] Considerem les bisectrius dels angles ABC i ACB.

[E19]

Es tallen pel punt D.78 [P 5]

Considerem els segments DE, DF' i DG perpendiculars als costats
[del triangle] AB, BC i C'A [, respectivament]. [E112]

En conseqiiéncia, atés que [, per A
construccid,] els angles ABD i CBD
sén iguals
i els angles BED i BFD també [, ja
que sén angles rectes], [P 4]
resulta que els triangles A EBD i
A FBD tenen dos angles iguals i un
costat comi:
el que subtendeix un dels angles [rec-
tes] iguals i que comparteixen tots
dos triangles, és a dir, el costat BD. ‘
P1 sk = o
Per tant, aquests triangles també FicuraA Erv4

tindran iguals els altres costats [cor-
responents]. [E126]
Aixi doncs, [els segments] DE i DF també [son] iguals,
i, per les mateixes [raons|, [els segments] DG i DF també.
I, per tant, els tres segments DE, DF' i DG s6n iguals entre si.
[Nc1]

758. Vegeu el problema B0 (pagina B3).



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 245

En conseqiiéncia, el cercle de centre D i radi un [dels punts] E, F' o
G™9 passara [pels altres punts]. [P3, D115 i Enr10™° &
[Afirmo que] els segments AB, BC' i C' A sén tangents a la circum-
ferencia del cercle OEFG,
ateés que els angles a [els punts| E, F' i G sén rectes.
[Demostracio.] [En efecte,] si [la circumferéncia] talla [els segments
AB, BC i CA],6!
el segment perpendicular a un diametre del cercle des d’un extrem es
troba a l'interior del cercle. I hem vist que aix0 és absurd. [E1116]
Aleshores, el cercle de centre D i radi [D]E,[D]F o [D]G752
no talla [els segments] AB, BC' i CA.
En conseqiiéncia, [AB, BC' i C'A] s6n tangents a la circumferéncia
del cercle.
Per tant, el cercle esta inscrit en el triangle A ABC.
Hem inscrit, doncs, un cercle com el cercle OEF'G [de la figura].
I aix0 és el que voliem demostrar. R

Ewv 5. Volem circumscriure un cercle a un triangle donat.

Sigui A ABC un triangle donat.
Volem circumscriure-hi un cercle.

[Construccid i demostracid.] Dimidiem els costats AB i AC. [E110]
Siguin D i E els punts mitjans corresponents.

759. Amb centre a D i passant per un dels punts F, F' o G, o amb radi
igual a DE, DF o DQG.

760. Vegeu la nota BA3 (pagina [@M): tres radis determinen una cir-
cumferéncia.

761. Hipotesi de ’absurd.

762. O sigui, de centre D i passant per un dels punts E, F o G.

763. Aquesta demostracié implica, senzillament, que «les tres bisec-
trius d’un triangle es tallen en un punt que és I'“incentre” del triangle
—el centre del cercle inscrit». Un altre resultat immediat que se’n deriva
és que 'area d’un triangle es pot expressar com la d’un rectangle; és a dir,
si S designa ’area del triangle, p el semiperimetre i r el radi del cercle
inscrit en el triangle, aleshores S = p x r. I, de retruc, si el triangle és
rectangle de catets a,b i hipotenusa c, aleshores el radi del cercle inscrit

’ 4 axb aXxXb 2 FOREIIEN
s’obté amb r = = . Després d’aixo ens podem pregun-
atbte atb+4/a2+b2 P P preg

tar si I'expressié S = p x r val per a tot poligon. Vegeu el problema E2
(pagina B3).
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Des d’aquests punts, tirem els segments DF' i E'F perpendiculars
a AB i AC [, respectivament. [E111]
Aquests segments es tallen en un punt F764 [P 5]
a) de linterior del triangle A ABC,
b) situat damunt el costat BC, o
¢) exterior al triangle A ABC.765 &

Ficura E1v5

a) En primer lloc, suposem que els segments es troben al punt F de
Iinterior del triangle [figura a).
Considerem els segments F'B, F'C i F'A. [P1]
Ates que els segments AD i DB s6n iguals i DF comu,
i que els angles [que formen] sén rectes,

les bases AF i F'B s6n iguals. [P4iEr4]
Analogament, establim que els segments CF' i AF sén iguals.
Per tant, els segments F'B i F'C' també ho sén. [Nc1]

En conseqiiéncia, els [tres] segments F A, FB i FC sén iguals [Nc 1]
i, per tant, la circumferéncia de centre F' que passa per un dels punts
A, B o C passa pels altres dos. [P 3 i la nota Z6O76C]
I aixi hem fet el cercle que circumscriu el triangle A ABC. #

764. Un cop s’ha determinat aquest punt de tall que, de fet, és el centre,
la construccié queda establerta. Pero cal demostrar que, efectivament,
és el centre del cercle que es vol construir. De retruc, queda establert que
les tres «mediatrius» del triangle —les perpendiculars als costats pels
punts mitjans— es tallen en un punt, el «circumcentre».

765. Distincié de casos.

766. Ja no tornarem a insistir més en aquest fet: el postulat P 5 implica
que tres punts determinen una circumferencia i només una. I, de fet, sén
equivalents.
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b) Pero, en segon lloc, si DF i F'E es tallen pel punt F de [el segment]

BC [figura b],

tirem el segment AF'. [P 1]
D’una manera analoga a ’anterior cas, establim que F' és el centre

de la circumferéncia que circumscriu el triangle A ABC. '

¢) Pero, en tercer lloc, si DF, F'E es tallen per [el punt] F de I'exterior

del triangle A ABC' [figura c],

tirem els segments AF, BF i CF. [P1]
De bell nou, ates que AD i DB sén iguals, DF comu

i els angles [que formen] rectes,

les bases AF i BF s6n iguals. [P41iE14]
Analogament, establim que els segments C'F' i AF s6n iguals.
Per tant, els segments F'B i F'C' també ho son. [Nc1]

En consequieéncia, la circumferéncia de centre F' i un dels radis F A,
FB o FC passa pels altres dos punts.

Aixi hem aconseguit, ara també, la circumferéncia que circumscriu
el triangle A ABC. '

I hem pogut circumscriure una circumferencia a un triangle donat.

I aixo és el que voliem demostrar. ®

E1v 5, porisma. Es clar que quan el centre cau a) dins el triangle, l’an-
gle BAC [té el vértex] en un segment [circular] de més de mig cercle
i, per tant, és agut; b) al segment BC, Uangle BAC [té el vértex] en
un segment [circular] de mig cercle i, per tant, és recte; i, finalment,
¢) fora del triangle, l’angle BAC [té el vértex] en un segment [circular]
de menys de mig cercle i, per tant, és obtis. [Errr 31]

De retruc, els segments DF i EF cauen a) dins el triangle, b) da-

munt el segment BC, o c) fora del triangle.”5”

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

767. Hi trobem una certa analogia —llunyana, si es vol— amb la deter-
minacié de les «tres» ldnules d’Hipocrates de Quios. Vegeu [PLA (20164),
§3.4.7.4, p. 244 i segiients, i textos B7.7e, p. 489 i seglients.
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E1v 6. Volem inscriure un quadrat en un cercle donat.”®
Sigui OABCD el cercle donat.
Volem inscriure-hi un quadrat.

[Construccid.] Siguin AC i BD dos diametres perpendiculars del cer-
cle OABCD.™ [Emrl, P2 i Er11]
Unim AB,BC,CDiDA. [P1] &
[Demostracid.] a) Atés que E [és] el cen-

tre [del cercle],
[els radis] BE i ED sén iguals, [D115]
i el [segment] EA és comu i perpendicu-
lar a BD.

Per tant, els angles [@ i A/—Eﬁ] que
formen s6n rectes. [D110]

D’aix0 en resulta que les bases AB i
AD s6n iguals. [P41iE14]
Per les mateixes raons, BC' i CD sén iguals a AB i AD [, respec-

Ficura Eiv6

tivament].
En conseqiiéncia, el quadriliter & ABCD és equilater.
[Nel1iD122] &
Afirmo també que els quatre angles sén rectes. [Dr110]
b) Ates que el segment BD és un diametre del cercle OABCD,
O BAD és un semicercle.
Aixi doncs, 'angle BAD [és] un angle recte. [Errr 31]
Per les mateixes raons, cadascun dels [angles] @, BCDiCDA
és un angle recte.
En conseqiiéncia, el quadrilater & ABCD té els quatre angles rec-
tes. 'Y
A més, [és] equilater. Per tant, és un quadrat [D122]
que esta inscrit en el cercle OABCD.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

768. Recordem que l'existéncia dels quadrats s’ha establert en la pro-
posicié E146.

769. Abans de tota altra cosa, determinem el centre [EIII 1]. Després ti-
rem una corda que passi pel centre —o sigui, un diametre. I, seguidament,
tracem una perpendicular al diametre pel centre [E111].
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Eiv 7. Volem circumscriure un quadrat a un cercle donat.
Sigui OABCD el cercle donat.
Volem circumscriure-hi un quadrat.
[Construccio.] Considerem dos diadmetres AC'i BD del cercle OABC' D

perpendiculars [entre si] [Eurl, P2 i Erl1]

i [els segments] FG,GH, HK i KF, tangents al cercle OABCD pels

punts A, B,C i D [, respectivament].””® [En117] &

[Demostracio.] Ates que F'G és tangent a A Ia

la circumferéncia del cercle OABCD

i F'A uneix el centre E amb el punt de tan-

géncia A, o

els angles del vértex A son rectes. [Enr18] B ° ””””” D
Per les mateixes raons, els angles [amb ‘

el vertex| als punts B,C i D també ho

son. - i C e
Com que els angles AEB i EBG s6n FIGURA EIVT

rectes,

els segments GH i AC sén parallels. [P41E128]

Per les mateixes [raons], [els segments] AC i FK també sén paral-
lels.

En conseqiiéncia, [els segments] GH i FK també ho sén.  [E130]

Analogament, podem provar que [els segments] GF i HK sén [tots
dos] parallels a BED.

Aleshores, les figures —~GK, ~—~GC, ~—~ AK,~FBi-~~ BK sén
parallelograms.

I [els segments] GF i HK,1 GH i FK s6n parallels. [E134]

Com que [els segments] AC i BD sén iguals [ja que sén diametres],
AC també [és igual] a [cadascun dels segments] GH i F K,
i BD a [cadascun dels segments] GF i HK. [E134]

[I els segments GH i FK sén iguals als segments GF i HK, res-
pectivament. ] [Nc1]

I el quadrilater & FGHK és equilater. 'Y

Ara afirmo que tots els angles de [el quadrilater] AFGHK sén
rectes.

770. Vegeu la nota d’E11134 (pagina 231).
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Ates que [la figura] —GBE A és un parallelogram i ('angle) AEB
és un angle recte,
(Pangle) AGB també ho és. [E134]
I, analogament, podem veure que els angles [amb el vertex| a [els
punts] H, K i F son rectes.
Per tant, [el parallelogram| —~ FGHK és equilater i té tots els
angles rectes. 'S
En conseqiiéncia, és un quadrat. [D122]
I, per construccio, circumscriu el cercle COABCD.
I aixo és el que voliem demostrar. ')

E1v 8. Volem inscriure un cercle en un quadrat donat.
Sigui 0 ABCD un quadrat donat.
Volem inscriure-hi un cercle.

[Construccid.] Dimidiem AD i AB pels punts E i F' [, respectivament].
[E110]

I, pels punts E i F, tirem els segments parallels, FH i FK, als
costats AB o CD i AD o BC |, respectivament]. [E130 i 31]7"" &

[Demostracid.] Aleshores [les figures] A E

~— AK, =~ KB, ~ AH, ~ HD, ~— AG, §
~~GC, —~BG i ~—~GD s6n paral-
lelograms, G )
i els respectius costats oposats [s6n] mani- o v K
festament iguals. [E134] ‘

I, ates que [els segments] AD i AB s6n
iguals B H c
i AE i AF valen la meitat de AD ide AB, Ficura E1v8
respectivament, [els segments] AE i AF sén iguals. [Nc6']

Per tant, els [costats] oposats també [ho s6n).

I [els segments] F'G i GE també.

Analogament, podem establir que cadascun dels segments GH i
GK és igual a cadascun dels (segments) F'G i GE.

En conseqiiéncia, els quatre (segments) GE,GF,GH i GK [s6n]
iguals entre si. [Ne1]

771. Cada parella de segments parallels talla, obviament, l'altra. [P 5].
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D’aix0 en resulta que el cercle amb centre al punt G
i radi en un dels [punts] E, F, H o K també passa pels altres punts.
[P3iDr15]
I, ateés que els angles als [vertexs] E, F, H i K son rectes,
els segments AB, BC,CD i DA s6n tangents [a la circumferéncia del
cercle],
ja que si [la circumferéncia de] el cercle talla [els segments] AB, BC,
CD o DA™
aleshores un segment perpendicular a un diametre en un dels extrems
té una part dins el cercle. I aixo és absurd. [E1116]
Per tant, el cercle amb centre al punt G i radi en un dels [punts]
E,F H o K no talla els segments AB, BC,CD i DA.
En conseqiiéncia, els toca i ’hem inscrit en el quadrat 0 ABCD.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Eiv9. Volem circumscriure un cercle a un quadrat donat.
Sigui J ABCD el quadrat donat.

Volem circumscriure-hi un cercle.

[Construccic.] Unim AC i BD.

Es tallen pel punt E.7% [P1i 5] &
[Demostracio.] Atés que DA i AB sén
iguals i AC' [és] comtl,
els dos (segments) DA i AC sén iguals als
dos (segments) BA i AC,

i les bases DC i BC' [s6n] iguals. FIGURA E1v9
Aleshores, els angles DAC' i BAC' també ho sén. [E18]

En conseqiiéncia, el segment AC' dimidia I’angle DAB.

De forma similar, podem veure que els segments BD i AC"™ di-
midien els angles A/B\C, BCD i CDA.

I, com que els angles DAB i ABC sén iguals,
i [els angles] EAB i EBA sén la meitat de [els angles] DAB i @,

respectivament,

772. Hipotesi de ’absurd.
773. Es el centre del cercle.
774. El text diu: «AC i BD» en lloc de BD i AC.
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resulta que [els angles] EAB i EBA també sén iguals. [Nc6']
Aix{ doncs, els costats EA 1 EB sén iguals. [E16]

Analogament, establim que els (segments) FA i EB s6n iguals a
EC i ED.
En conseqiiéncia, els quatre (segments) EA, EB,EC i ED sén

iguals entre si. [E11]
En definitiva, el cercle amb centre E i radi un dels segments A, B, C
o D" passa també pels altres. [P31iDr115]

Aixi doncs, [el cercle] circumscriu el quadrat J ABCD.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Erv 10. Volem construir un triangle isosceles amb cadascun dels [dos]
776

angles de la base equivalent al doble de ’angle [del vértex].

[Construccid.] Considerem un seg- -
ment AB™77 7
i [determinem]| el punt C' de mane- ,
ra que el rectangle de costats AB
i BC sigui equivalent al quadrat
de [costat] CA.7™ [Em11] ,

Tirem el cercle OBDE amb }
centre A iradi AB. P2] 0

Considerem ara el segment BD N S
igual al segment AC. [E13] S L

I, atés que no supera [la lon-
gitud de] el diametre del cercle
OBDE, el podem inserir en el cercle OBDE. [Erv1]

Ficura E1v 10

775. Com que ha fixat el centre E, Euclides es refereix als radis F'A,
EB,EC i ED indicant solament ’altre extrem.

776. De fet, és ’«element sinteticy, fruit de 'ana-
lisi, que li fa falta per a la resolucié del problema se-
gient [E1v11] i per a mostrar la manera de cons-
truir el decagon regular. La construccié del pentagon
n’és una conseqiiéncia immediata. Vegeu la figura ad-
junta. Aquesta proposicié lliga amb Em11 i Evi30.

777. Euclides accepta la possibilitat de considerar dos punts diferents.

778. Tallem el segment en mitjana i extrema raé.
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Unim AD i DC,™™ [P1] &
i fem el cercle OACD que circumscriu el triangle A ACD.  [E1v 5]
[Demostracis.] ™ Ates que el [rectangle] de [costats] AB i BC és igual
a [el quadrat de costat] AC,
i que AC [és] igual a BD,
resulta que el [rectangle] de [costats] AB i BC ho és al [quadrat] de
[costat] BD. [Nec1]
El punt B es troba a ’exterior del cercle OACD,
i de [el punt] B radien dos segments BA i BD cap al cercle OACD.
[L’un] talla [el cercle als punts C' i A] i [l’altre] troba [la circumfe-
réncia del cercle al punt D].
I, a més, el [rectangle] de [costats] AB i BC és igual al [quadrat]
de [costat] BD.

En conseqiiéncia, [el segment] BD és tangent a [la circumferéncia
de] el cercle CACD. [E11137]
Per tant, atées que BD és tangent a [la circumferéncia del cercle]

i DC travessa [el cercle] des del punt de contacte D,
l’angle BDC és igual a 'angle DAC del segment alternat del cercle.
[E111 32]
En conseqiiéncia, com que [els angles] BDC i DAC s6n iguals,
si afegim CODA a tots dos,
(Pangle) total BDA és igual als dos [angles] CDA i DAC. [Nc 2]
Perd langle extern [d’un triangle] BCD és igual als angles CDA i

DAC [junts]. [E132]
Aleshores, [els angles] BDA i BCD també ho sén. [Nc1]
Pero [els angles] BDA i CBD sén iguals,

ja que [el costat] AD ho és a [el costat] AB. [E15]

Aix{ dones, (I'angle) DBA també és igual a ('angle) BCD.

En conseqiiéncia, els tres [angles] BDA, DBA i BCD ho sén en-
tre si.

I, ates que 'angle DBC és igual a (Pangle) B/C’\D,
el costat BD també ho és al costat DC. [E16]

779. Obtenim el triangle A ACD.

780. Molta atencié a 1'is de la notacié dels angles; s’usen expressions
diferents per a referir-se a un mateix angle i aixd complica la comprensié
del text. Vegeu la nota B2 (pagina [12).
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Perd hem suposat que [el segment] BD [és] igual al [segment] C'A.
Aixi doncs, [els segments] CA i CD sén iguals
i, en definitiva, els angles CDA i DAC també. [E15]
Aleshores, tenim que [els angles] CDAiDAC [junts] valen el doble
que (I'angle) DAC.
Pero [l’angle extern] BCD [és] igual a [els angles] CDA i DAC
[junts]. [E132]
Per tant, (Pangle) BCD val el doble que (I'angle) CAD
i BCD [és] igual a cadascun [dels angles] BDA i DBA.
En definitiva, BDA i DBA sén dobles de (Pangle) DAB.
De tot aix0 en resulta que hem construit un triangle isosceles
A ABD en el qual els [dos] angles de la base BD valen el doble que
Paltre [angle, 'angle al vertex].

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E1v 11. Volem inscriure un pentagon regular en un cercle donat.™!
A

Volem inscriure un pen-
tagon regular en el cer-
cle OABCDE.
[Construccic.] Conside-
rem el triangle isosce-
les A FGH amb els an-
gles a [els vertexs] G i H
dobles de ('angle) a [el
vertex] F. [Erv 10] Fi1GURA E1v 11

Ara, inscrivim, en el cercle OABCDE, el triangle A ACD que té
els mateixos angles que el/tr\iangle AFGH,

de manera que ('angle) CAD sigui igual a 'angle a [el vertex| F
i els [angles] ACD i CDA iguals a [els angles] a [els vertexs| G i H,
respectivament.”52 [E1v 2] &

781. Euclides diu: Eig tov 8o0évta xdnhov nevidywvov icomhepdy te xal
iooywviov eyyedddon. Els termes hexdgon, decigon i pentadecagon «equi-
angles i equilaters» els hem traduit com a «regulars». N’és la definicié.

782. Fixem-nos que construeix un triangle A ACD, semblant al trian-
gle A FGH, sense recérrer a la teoria de la proporcié (nota 258, pagina
o).
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[Demostracid.] Aleshores, [els angles] ACD i CDA valen el doble que
(Pangle) CAD.
Considerem les respectives bisectrius CE i DB de [els angles] ACD i

CDA [Er9]
iunim AB,BC,DFE i EA. [P1]

Aleshores, atés que els angles ACD i CDA sén el doble de @,
iels segments CE i DB els dimidien,
els cinc angles DAC, ACE, ECD,CDB i BDA sén iguals entre si
[Nc6']

i angles 1guals [1nscr1ts en un cercle] determinen arcs de circumferén-

cia [AB BC’ C’D DE i EA] iguals. [E111 26]
En conseqiiencia, les cinc cordes AB , BAC , CAD, DAE i EAA del cercle

s6n iguals entre si. [E11129]
I, per tant, el pentagon © ABCDE és equilater. o

Afirmo que també és equiangle.
b) Ates que I’arc de 01rcumferen01a AB és igual a l'arc de circumfe-
réncia DE afegim l'arc BCD [a tots dos]
D’aix0 en resulta que 'arc [conjunt)| ABC’D és igual a I’arc conjunt
EDCB. [Ne2)
En definitiva, 'angle AED [inscrit al cercle] Subtendelx Parc ABCD
i 'angle BAE [inscrit al cercl(i%u\btendelx Varc EDCB.
Per tant, els angles BAE i AED sén on iguals. [E11127]
Per les mateixes raons, els angles ABC BCD i CDE sén també
iguals a cada un dels angles BAE i AED.

Aixi doncs, el pentagon © ABCDFE és equiangle. )
I ja haviem establert que era equilater.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E1v 12. Volem circumscriure un pentagon reqular a un cercle donat.
Sigui OABCDE el cercle donat.

Volem circumscriure-hi un pentagon equilater i equiangle.
[Construccid.] Siguin A, B, C, D i E els vértexs del pentagon [equilater
i equiangle] inscrit [en el cercle OABCDE] [E1v 11]

Per construccié, els arcs AB BC’ C’D DEi EA son iguals.
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Considerem els segments GH, HK, KL, LM i MG tangents a la
circumferéncia del cercle pels punts A, B,C, D i E."3 [Er18] &

[Demostracid.] a) Considerem el centre
F del cercle OABCDE [Emr 1]
iunim FB,FK,FC,FLi FD. [P1]
Ates que el segment KL és tan-
gent [a la circumferéncia del cercle]
OABCDE per [el punt] C
i F'C és el radi que acaba al punt C,
resulta que el segment F'C és perpen-

dicular al [segment] K'L. [E11 18]
Aixi, cada un dels angles a [el punt] FIGURA EIv 12
C' és recte. [Dr10]

Per les mateixes [raons], els angles a [els punts] B i D també.
Ara, ates que 'angle FCK és recte,
el [quadrat] de [costat] FK equival a la [suma dels quadrats] de [cos-

tats] FC' i CK. [E147]
Per les mateixes [raons], el [quadrat] de [costat] F'K equival a la
[suma dels quadrats] de [costats] FB i BK. [E147]

En conseqiiéncia, la [suma dels quadrats] de [costats] FIC' i CK
equival a la [suma dels quadrats] de [costats] F'B i BK.

Pero el [quadrat] de [costat] F'C és igual al [quadrat] de [costat] F'B.

[D115, Nc1 i Nc2]

D’aix0 en resulta que el romanent —el [quadrat] de [costat] CK—

és igual al romanent —el [quadrat de costat] BK. [Nec 3]
Aleshores, BK i CK [s6n] iguals; "84
FB i FC sén iguals [, ja que sén radis,) [D115]

i [el costat] FK [és] com.

Per tant, els dos (segments) BF i FK sén iguals als dos (segments)
CF i FK, i les bases BK i C’K també.

Per tant, els angles BFJ BFK i KFC sén iguals, [E18]
i [els angles] BKF i FKC també. [E18]

783. Els segments consecutius es tallen en un punt [P 5].
784. Vegeu la nota 098 (pagina [ZR).
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__Aixf dongs, els angles BFC i BKC [valen] el doble que [els angles]

KFC i FKC, respectivament. [Nc 2]
Per les mateixes [raons]|, ('angle) CFD val el doble que (Pangle)

CFL [Nc2]

i (langle) DLC el doble que (I'angle) FIC. [Nc 2]
Ates que els arcs BAC i C’,\D son iguals,

els angles BFC i CFD també ho sén. [E11127]
Pero [els angles] BFC i DFC valen el doble que [els angles] KFC

i L/F\C respectivament. [P41iNcH]

A1x1 doncs [els angles] K KFC i FOK sén també iguals a [els angles]
LFCi F CL respectivament.

D’aix0 en resulta que els [triangles] A FKC i A FLC sén dos tri-
angles amb dos angles iguals a dos angles
i un costat igual a un costat, [en concret] el [costat] FC' comtl.

Per tant, també tindran iguals els altres costats corresponents i
laltre angle. [E126]

En conseqiiéncia, els segments KC' i C'L [sén] iguals
i els angles FKC i FLC també.

I, ates que [els segments] KC' i C'L sén iguals,
[el segment] KL [val] el doble [que el costat] KC. [Nc 2]

Per les mateixes [raons|, podem establir que [el segment] HK [val]
el doble que [el segment] BK,
[els segments] BK i KC s6n iguals,
iels segments HK i KL també.

De forma semblant, establim que cadascun dels segments HG, GM
i ML [ésigual] a HK i KL.

En definitiva, el pentagon © GH K LM és equilater. )
Afirmo que tambe és equlangle
b) Els angles FKC i FLC sén 1guals

I hem vist que els angles HKL i KLM [valen] el doble que els
angles FKCi @', respectivament.

D’aix0 en resulta, aleshores, que [els angles] HKL i KLM sén
iguals. [Nc 5]

Analogament, podem veure que cadascun dels angles KHG , HGM
i GML [és] igual a cadascun [dels angles] HKLiKLM. [Nc o]
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Per tant, els cinc angles @(,fm,m& LMG i MGH sén

iguals entre si. [Nc1]
En conseqiiencia, el pentagon 0 GHK LM és equiangle i equilater.
o
I, a més, circumscriu el cercle COABCDE.
I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

E1v 13. Volem inscriure un cercle en un pentagon regular donat.
Sigui © ABCDFE un pentagon regular donat.

Volem inscriure-hi un cercle.
[Construccid i demostracid.] Tirem les
bisectrius CF i DF als angles BCD i
CDE [, respectivament). [E19]

Del punt F, en queé es tallen [, neces-
sariament, els segments] CF i DF,

P 5|
tirem els segments FF'B, FAi FE. [P1]

Ates que [el segment] BC' és igual
al [segment] C'D Ficura Ev 13
i CF [és un segment| comtl,

resulta que els dos (segments) BC i C'F sén iguals als dos (segments)
DCiCF,
i 'angle BCF [és] igual a langle DCF.
Per tant, les bases BF' i DF s6n iguals i els triangles A BCF i
A DCF també.
I, en conseqiiéncia, els altres angles [corresponents] també ho son.
[Er4]
Per tant, I'angle CBF [es] igual a (I'angle) CDF. [Nc 2]
I, ates que ('angle) CDE és el doble de (langle) CDF i
[els angles] CDEiABC [sén] iguals i [els angles] CDF i CBF tambg,
[resulta que] 'angle CBA també és el doble de (langle) CBF.
[Nc1i¥5]
En conseqiiéncia, els angles ABF i FBO sén iguals.
I, per tant, BF és la bisectriu de 'angle ABC.
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Analogament, els segments F'A i F'E sén les bisectrius respectives
dels angles BAE i AED.

En conseqiiencia, els segments F'G, FH, FK, FL i FM tirats des
del punt F' s6n perpendiculars als segments AB, BC,CD,DFE i EA

[, respectivament]. [E112]
Ara, ates que els angles HCF 1 KCF s6n iguals
i Pangle recte FHC és igual a [’angle recte] FKC, [P4]

resulta que els dos triangles A FHC' i A FKC tenen dos angles iguals
a dos angles,
un costat igual a un costat, el [costat] comi FC, que subtendeix un
dels angles iguals,
i els altres costats [corresponents] també iguals. [E126]
Aixi doncs, el [segment] perpendicular F'H [és] igual a [el segment]
perpendicular FK .7 &
I, d’una manera analoga, podem veure que [els segments| F'L, FM i
FG so6n iguals a cada un [dels segments] FH i FK.
D’aix0 en resulta que els cinc segments FG,FH, FK,FL i FM
sén iguals entre si. [Nc1]
En conseqiiéncia, el cercle amb centre a F' i radi un dels [segments
amb D'altre extrem a] G, H, K, L o M "8 passara pels altres punts.
I sera tangent als segments AB, BC,CD,DFE i EA pel fet que els
angles als punts G, H, K, L. i M s6n rectes,
ja que si un d’aquests segments, a més de tocar la circumferencia del
cercle, tallés el cercle, tindriem un segment perpendicular al diametre
del cercle, en un dels extrems, que entraria al cercle,
cosa que, com hem vist abans, és absurda.”s” [E111 16, porismal
D’aix0 en resulta que el cercle de centre F' i radi un dels (segments)
FG,FH,FK,FL o FM no talla els segments AB, BC, CD, DE o
EA.
En definitiva, [el cercle] és tangent a tots [aquests segments], com
mostra la figura del [pentagon] O GHKLM.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

785. Podem tirar la circumferéncia de centre F iradi FH o FK [P 3].
786. Vegeu la nota [ZZ3 (pagina 252).
787. Demostraci6 per 1'absurd.
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E1v 14. Volem circumscriure un cercle a un pentagon reqular donat.
Sigui © ABCDE el pentagon regular donat.
Volem circumscriure-hi un cercle.

[Construccid.] Dimidiem els angles BCD i CDE amb els (segments)

CF i DF, respectivament. [E19]
Unim FB,FAiFFE,iF ésel punt en el qual es tallen les bisectrius
CF i DF. [P5]788 &

Ara, d’una manera analoga a la de
[la proposici6] precedent,
podem veure que els angles @, BAE
i AED
també sén dimidiats pels segments
FB,FAi FFE, respectivament.

I, ates que els angles BCD i CDE
sén iguals,
que (langle) FCD és la meitat de
(Pangle) BCD i
que (Pangle) CDF és la meitat de
(Pangle) C’/D\E,

FIiGuraA E1v 14

resulta que [els angles] FCD i FDC sén iguals. [Nc6']
Per tant, el costat F'C' és igual al costat F'D. [E16]

Analogament, podem veure que [els segments] F'B, FA i FE tam-
bé sén iguals a cadascun dels (segments) FC' i F'D.

D’aix0 en resulta, per tant, que els cinc segments FA, FB, FC, FD
i FE s6n iguals entre si. [Nc1]

Aixi doncs, el cercle amb centre F' i radi un dels (segments) F'A,
FB,FC,FD o FFE passara també pels altres punts.

En definitiva, hem circumscrit [el pentagon regular donat].

I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

E1v 15. Volem inscriure un hexagon regular en un cercle donat.

Sigui OABCDEF el cercle donat.
Volem inscriure-hi un hexagon regular, equilater i equiangle.

788. El punt F' és el centre de la circumferéncia que circumscriu el pen-
tagon, i F'A, per exemple, un radi.
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[Construccid.] Tirem el diametre AD del cercle OABCDEF™?
i en determinem el centre
G. [Emr 1]

Ara, considerem el cercle
OFEGCH, amb centre D i
radi DG. [P 3]

Unim EG i CG [els punts
C i F en que es tallen to-

tes dues circumferéncies”®°

amb el centre G|,
[P1]
i prolonguem [els radis ob-

Ficura E1v 15

tinguts] a 'interior [del cercle] fins als punts B i F' [de la circumfe-
réncia, respectivament]. [P 2]
Considerem [els segments] AB, BC,CD,DE,EF i FA. [P1] &
Afirmo que I'hexagon OABCDEF és regular.
[Demostracid.] a) El punt G és el centre del cercle OABCDEF.
Per tant, [els segments] GE i GD sén iguals.
Novament, ates que el punt D és el centre del cercle OGCH,
DE és igual a DG [ja que tots dos sén radis]. [D115]
Perd hem establert que [els segments] GE i GD sén iguals.
En conseqiiéncia, GE i ED també ho sén. [Nc1]
I aixo fa que el triangle A EGD 81gu1 equﬂater
En conseqiiencia, els tres angles EGD GDE i DEG sén iguals
entre si, ja que els angles de la base dels triangles isosceles també

ho sén.
[E15]
A més, els tres angles del triangle [junts] valen dos angles rectes.
[E132]

Per tant, I’angle EGD és igual a una tercera part de dos angles
rectes.

789. Ja ho hem vist a E1v 6. En primer lloc, cerquem el centre del cercle
[Err1] i després tirem un segment que passi pel centre prolongant-lo pels
dos extrems fins a tallar la circumferéencia. Vegeu la nota (pagina
pZ4x).

790. Vegeu la nota BX7 (pagina I13).
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Analogament, podem veure que ’angle DGC és una tercera part
de dos angles rectes.

I, ates que el segment C'G, que incideix sobre [el segment] E B,
determina els angles adjacents EGC i C'/G\B, que [junts| fan dos an-
gles rectes, [E113]
resulta que laltre angle, C’/G\B7 també és igual a una tercera part de
dos angles rectes. [Nc 3]

En definitiva, els angles EG\D, DGCiCGB sém iguals entre si. [P 4]

Per tant, els [angles] que se’ls oposen [pel vertex], @,A/C-?\F i
FGE, sén iguals [a EGD,DGC i CGB, respectivament]. [E115]

D’aix0 en resulta que els sis angles E/@, 17(;\07 @, @7 AGF
i FGE sén iguals entre si.

A més, sabem que angles iguals determinen arcs de circumferéncia

iguals. [EIII 26]
Aleshores, els sis arcs de circumferéncia AB, BC,CD E EF iF A
s6n iguals entre si. [Nc1]

I arcs de circumferéncia iguals subtendeixen cordes iguals. [EIII29]
En definitiva, els sis segments [AB, BC,CD,DE,EF i FA] sén
iguals entre si. [Ne1]
Per tant, 'hexagon OABCDEF és equilater. 'Y
Afirmo, a més, que [’hexagon] també és equiangle.
b) Ates que els arcs de circumferéncia FAA i EAD son iguals,
si afegim l'arc de circumferéncia ABCD [a tots dos],

Parc total FABCD és s igual a I'arc total EDCBA [Nc 2]
iels angles FED i AFE subtendeixen els arcs de circumferéncia

FAECD i EDE‘BA, respectivament.
Aix{ doncs, 'angle AFE & igual a (I'angle) DEF. [E11127]
Analogament, podem establir que cadascun dels altres angles de
I’hexagon OABCDEF és igual a un dels angles AFE i FED.
D’aix0 en resulta que ’hexagon OABCDEF és equiangle. #
I, com que hem vist que també és equilater,
hem inscrit un hexagon regular en el cercle CABCDE.

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y
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E1v 15, porisma. Tot aizo posa de manifest que un costat de [’hexagon
[reqular] és igual al radi del cercle.”* I, d’una manera andloga [al que
passal al pentagon, si tirem tangents a la circumferéncia del cercle
pels punts mitjans dels [sis] arcs de circumferéncia, tindrem un he-
xagon regular circumscrit al cercle, [i ho establirem| de la mateiza
manera que en el cas del pentagon regular. Per tant, com en el cas
del pentagon, podem inscriure un hexagon reqular en un cercle donat
i circumscriure-n’hi un altre.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

E1v 16. Volem inscriure un pentadecagon regular en un cercle donat.
Sigui ©ABCD un cercle donat.
Volem inscriure-hi un pentadecagon
regular.
[Construccid.] Considerem el costat
AC d’un triangle equilater inscrit en
[el cercle CABCD] [E1v 2]
i el costat AB d’un pentagon regular
inscrit en el mateix cercle. [E1v 11]
Aleshores, si suposem que la cir-

cumferencia OABCD esta dividida en FIGURA EIv 16

quinze parts iguals,”?

larc [de circumferéncial AEC, que és una tercera part del cercle,

consta de cinc [peces o parts],

i larc [de circumferéncial AAB, que n’és una cinquena part, en consta

de tres. [Nc 2]
D’aix0 en resulta que l'arc [diferéncia] BAC consta exactament de

dues [peces] iguals. [Ne 3]

Dimidiem l’arc [de circumferéncial BC pel punt E. [E111 30]

791. Curiosament, Euclides no usa aquest fet per a construir I’hexagon
regular.

792. Fixem-nos en un fet sorprenent dels Elements: Euclides usa l'ana-
lisi matematica per a poder copsar que cal fer. Malgrat que usa xOx\oc,
pensa en meEPLPERELAL.
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D’aix0 en resulta que cadascun dels arcs [de circumferéncial BE i
EAC és una quinzena part de la circumfereéncia del cercle OABCDE. &
[Demostracid.] Unim BE i EC. [P1]

De manera continuada, inserim segments iguals [a cadascun d’a-
quests| en el cercle OABCD[E]. [E1v 1]

Obtenim un pentadecagon regular inscrit en el cercle [donat].

[E111 28]
I aix0 és el que voliem demostrar. o
[Porisma.] I, d’'una manera analoga al pentagon, si tirem tangents a
la circumferéncia del cercle pels punts mitjans de cada un dels quinze
arcs divisid [de la circumferéncia) del cercle, haurem circumserit un
pentadecagon reqular al cercle.

I, a més, amb unes demostracions analogues a les del pentagon,
també podem inscriure i circumscriure [en un cercle o al voltant seu,
respectivament,| un pentadecdagon regular.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

A.2 La teoria general de la proporci6
i les aplicacions a la geometria:
llibres v i vi

Comentaris als llibres v i vI. I arribem a un altre nucli dur
dels Elements d’Euclides. El contingut, pero, és essencialment
d’Eudox, deixeble i collaborador de Platé. En el llibre v, un
cop acceptada l'existéncia de «magnituds incommensurables»,
un fet que s’estableix al llibre X, s’introdueix la «teoria de la
proporcié» per a magnituds. I, per a fer-ho, es necessiten uns
conceptes nous de «radé» i de «proporcié» que generalitzin els
de la teoria de la proporcié numerica.

Un cop assolit aquest objectiu, Euclides aplica la teoria de la
proporci6 a la geometria plana i obté els resultats més basics de
la teoria de la proporcié geometrica, en particular, el teorema
de Tales per als costats i les arees de triangles semblants.
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A.2.1 Llibre cinque: Ev

Comentaris. Aquest llibre absolutament teoric, amb més o
menys encert, estableix els conceptes de «rady», «igualtat» i
«desigualtat» de raons, i les propietats que lliguen la igualtat
de raons amb les operacions de suma i resta de magnituds (de
la mateixa) classe, i amb D'alternanca dels termes. També hi
apareix la «rad dobley.

Consta de divuit definicions, alguna de les quals, com ja
hem comentat abans, és deficient completament,”? i conté vint-
i-cinc proposicions: mitja dotzena fan referéncia a la igualtat
de certs equimultiples i la resta al comportament de les raons
i de les proporcions.

A.2.1a Les definicions d’Ev (“Opot)

Dv 1. Una magnitud (uéyedoc) és una part (uépoc) d’una [altra] mag-

nitud, la petita de la gran, quan [la petita] mesura (t& xotopetpolvra)
la gran.”*
Dv2. I la [magnitud] gran [és] mailtiple (roharhdowov) de la petita

quan és mesurada per la petita.”?®

793. Vegeu § «Llibre v. La teoria general de la proporcié d’Eudox»
(pagines B3 i segiients) i PLA (20164), §4.2.5, «Eudox de Cnidos» (p. 313
323).

794. Diu: 6ty xotapete] 10 peilov.

795.Si A,B s6n dues magnituds, amb A > B, aleshores 2
= {%,T’?).,%}, amb m € N — {1}, atesa la noci6 comuna Nc5 —que
abreujarem 2 := m B—, significa que B és una «part» de A, i A és un
«multiple» de B format per m parts que sén congruents amb la magnitud

8. Conscientment, hem evitat escriure 2 := B + ) + B per tal de no
fer servir un component algebric que el text d’Euclides no conté, malgrat
que les primeres proposicions del llibre proporcionen la «compatibilitat»
de la multiplicitat amb ’adjuncié i la sostraccié de magnituds, i amb les
raons. Aix0 no obstant, emprar la notacié més algebrica pot resultar ttil
al lector per a una comprensié millor del text.

p. 3

p. B3
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Dv3. Una rad (M6yoc) entre dues magnituds de la mateixa classe

(6uoyevisy) és una mena de relacié respecte de la mida (mnhxétne)

de dues magnituds de la mateixa classe.”7”

Dv 4. Dues magnituds [de la mateixa classe] tenen una rad entre si

quan un cert multiple de I'una supera l'altra.”®

Dv 5. Diem que [quatre] magnituds tenen la mateiza rad, la primera
amb la segona, i la tercera amb la quarta, quan, per a qualssevol equi-
multiples™? de la primera i la tercera i [qualssevol] equimiltiples®©°

de la segona i la quarta, s’esdevé que el multiple de la primera és més

796. Diu: oyéoig xota mniewxdtdta.

797. Si 2, B sén dues magnituds, designarem la radé amb %, si bé tam-
bé es pot representar amb 2( : B.

Val la pena fer-ne tres comentaris: 1. Aquesta definicié és falsa, ate-
sa l’ambigiiitat de I’expressié «una mena de relacié respecte de la mi-
da». 2. Malgrat que Euclides no defineix el concepte de «magnitud», hem
d’entendre, com ja hem dit (pagina ER), que la seva idea esta en sinto-
nia amb la que déna Aristotil a [ARISTOTIL (2000), llibre v 13, 1020a 10
i 12, edici6 castellana, p. 238: «Una magnitud és una quantitat mesura-
ble.» Aixo planteja una situacié que ratlla la paradoxa, ja que la mag-
nitud substitueix el nombre —que és reductible a la unitat, és a dir,
mesurable— pero pot ser incommensurable —no reductible a la unitat,
és a dir, no mesurable. 3. Euclides introdueix ’expressié «de la mateixa
classe», que, com ja hem dit (pagina ER), Arquimedes evita, tenint en
compte que parla només de «liniesy», «superficies» i «solids».

798. Formalment, donades dues magnituds 2, ‘B, diem que existeix %
si, i només si, existeix un m € N per al qual m2A > B o mB > A.

Aquesta definicié —de la qual és indispensable fer un comentari— i la
segiient s6n fruit del geni d’Eudox.

Si, tal com fa Euclides, s’entén com una definici6 —com qualsevol al-
tra—, automaticament s’ha d’acceptar que hi ha magnituds de la mateixa
classe que tenen una raé i d’altres que no en tenen. Suposar que dues
magnituds de la mateixa classe sempre tenen una raé és un postulat. I
aixo és el que Euclides suposa a I’enunciat i a la demostracié d’Ev 8, ja
que estableix raons entre dues magnituds donades i una tercera arbitraria.

Arquimedes ho postula a Sobre l’esfera i el cilindre, postulat v. Vegeu
ARQUIMEDES (2010), edicié catalana, p. 69.

799. Per a la dificultat de la comprensié de ’expressié euclidiana
«qualssevol equimultiplesy, xad” énolovobv tolhamhactacuov, vegeu la no-
ta 7 de VERA (1970), volum 1, p. 787-788.

800. Iguals als anteriors o diferents dels anteriors.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 267

gran, igual o inferior que el de la segona, segons que®®! el miltiple
de la tercera sigui més gran, igual o inferior que el de la quarta, res-
pectivament.802

Dv6. Diem que [quatre] magnituds sén proporcionals (dvéroyov)
quan tenen la mateixa raé.803

Dv 7. [Amb les presumpcions de Dv5,] si existeix un miltiple de
la primera [magnitud] que excedeix el multiple de la segona pero el
multiple de la tercera [magnitud] no excedeix el multiple de la quarta,
aleshores diem que la raé de la primera [magnitud] amb la segona és

més gran que la ra6 de la tercera [magnitud] amb la quarta.50

Dv 8. Una proporcié —avoroylo— té, almenys —ENdyiotoc—, tres

termes.80°

801. O bé «implica» per la simetria dels termes.

802. Donades quatre magnituds 2,8, ® i ©, dues a dues de la matei-
xa classe, diem que 2( i B tenen la mateixa raé que & i ® si, i només si,
per a tot m,n € Nym2l § n B implica m & g n®. Per a una justifica-
ci6 d’aquesta definici6, vegeu PLA (20164d), §4.2.5, «Eudox de Cnidos,
p- 313 i seglients.

Val la pena consultar EX 2, 3 i 4 per a adonar-se que la triple possibili-
tat de la definicié Dv 5 solament es déna quan hi ha commensurabilitat. I,
si aixo passa, tractar amb magnituds es redueix a tractar amb nombres
naturals, i la teoria de la proporcié esdevé numerica i cau dins ’ambit
dels llibres viI, VIII i IX.

803. De fet, és una manera d’expressar dvéloyov, «en proporcié». For-
malment, si 2, B, i D sén proporcionals, s’escriu % = %.

Fixem-nos que, tal com estableixen les definicions Dv 5 i 6, només cal
que les magnituds siguin de la mateixa classe dues a dues; no cal que
ho siguin les quatre. Aixo permet que raons de longituds siguin iguals a
raons de nombres o a raons d’arees, etc.

804. En termes actuals, si 2,%,® i © sén quatre magnituds (dues a

2

dues de la mateixa classe), 5 > % quan existeixen dos enters positius

m,n € N per als quals m2l > n‘B pero, en canvi, m®& < nD.

805. Fa referéncia a les proporcions continues: % = %, que son les que
tenen menys termes. Usa “Opot amb el sentit de ‘terme’ (vegeu la nota B3,
pagina [@). Per tal de distingir una proporcié continua d’una de normal,
Euclides no usa els termes cuveyfc i dinenuévn, que sén els d’ARISTOTII

(1995), v 6 i 7, edici6 catalana, p. 23-27.
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Dv9. Quan tres magnituds sén proporcionals, diem que la primera
té amb la tercera una rad doble (dinhaciova Aoyov) de la que té amb

la segona,.806

Dv 10. Quan quatre magnituds sén proporcionals [continuament], la
primera té amb la quarta la rad triple (tpithaciova héyov) de la que

té amb la segona.807

Dv 11. S’anomenen [magnituds| corresponents (dpdhoyoc) els antece-
dents entre si i els consegiients entre si.
Dv 12. Alternar una rad3°8 (EvadhaE hbyoc) és prendre la rad dels an-

tecedents i la dels consegiients [, fer un canvi de termes mitjans].8%

Dv 13. Invertir una rad (&vdmodv Aéyoc) és considerar la ra6 de cada
consegiient amb ’antecedent corresponent.’'°

Dv 14. La composicié d’una rad (cOvdeoic AMdyoc) s’obté en considerar

la rad que té com a antecedent la suma dels dos termes, antecedent i

consegiient, i el mateix consegiient.®'!

806. Es tracta de la raé doble —de la qual parlarem a § «Rad compos-

\ . . . A B A . (A2
tan, de Grécia III. De fet, si tenim 5 = &, aleshores & := <g) .

sA _ B _ O 2A . (A)3
807. Breument, si i = § = 3, aleshores 3 := (g) .
808. De fet, s’alternen els termes mitjans de dues raons o d’una pro-

porcio.

809. La forma «alternada» —o «permutada»— necessita una parella
de raons; en definitiva, la forma alternada de %, % és %, %. A Ev 16 esveu

que si les dues primeres raons soén iguals, les dues darreres també. Es a dir,
% = % implica % = %. Observem, pero, que la proposicié pot incomplir

la condicié: «[les magnituds] sén, dues a dues, de la mateixa classe».

810. La forma «invertida» de % és %. A Ev 7 afirma que si % = %,
aleshores % = %. Obviament, aquesta proposicié és una conseqiiéncia

immediata de la definicié de proporcié quan s’intercanvia «primer» per
«segon» i «tercer» per «quarty.

811. La forma «compostay de la radé % és la rad %. A Ev 18 es veu

que si dues raons son iguals, les compostes respectives també ho son. Es
a dir, si % = %, aleshores % = %. La «composta» d’una radé no
s’ha de confondre amb la composta de dues o tres raons. Vegeu § «Rad

compostay, de Grécia II1.
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Dv 15. La separacié d’una rad (Sielpeoic Adyoc) s’obté en considerar
la ra6 que té com a antecedent ’excés de I’antecedent sobre el conse-
giient, i el mateix consegiient.?!2

Dv 16. La conversié d’una raé (dvaotpopn hdyoc) s’obté en conside-
rar la raé que té com a consegiient I'excés de ’antecedent sobre el
consegiient, i el mateix antecedent.®'3

Dv 17. Considerem dues colleccions de magnituds amb el mateix
nombre de termes que, preses de dues en dues [les magnituds de]
cada una, tenen la mateixa rad. La rad dels extrems de les dues
)34 |

colleccions s’anomena rad per igualtat (3 ioou Aoyog 0 7a6 com-

pactada).8® També se sol expressar amb: «Considerem els extrems

amb exclusié dels termes mitjans.»3'6

Dv 18. Donades dues colleccions de tres magnituds cadascuna, si la
ra6 de l'antecedent al consegiient de la primera collecci6 és igual a
la ra6 d’un antecedent a un consegiient de la segona, pero la raé d’'un
consegiient a un altre terme de la primera colleccié és igual a la rad
d’un altre terme a un antecedent de la segona, aleshores la proporcié

s’anomena proporcié pertorbada (tetapayuévn O dvahoyio).817

812. La forma «separada» d’una rad 5, amb 2 > B, és la raé m%% A

Ev 17 es veu que si dues raons sén 1guals les separades respectives tam-
LT e A e A-B _ 6D
bé. Es a dir, si 57 = 3, aleshores 5= = o
813. La forma «convertida» d’una rad % és la rad 5—g - BV 19 estableix

el resultat analeg al de la conversi6, pero, com delern en el cas de la
inversid, la igualtat és una conseqiiencia immediata de la definici6. Ara
cal completar-ho, perod, amb Dv 17 i usant «afegir» en lloc de «sostreure».

814. Considera dues colleccions de magnituds 21,2z, ..., Ax—_1,Ak;
. A B .

B1,B2,...,Br_1,Br que satisfan ﬁ = %iil, amb ¢ =1,...,k — 1.
. Q[l _ ‘Bl . N

Aleshores, diu que A = m, s COSa que no estableix, pero, fins a les pro-

posicions Ev 22 i 23. Pel que fa a I'expressi6 di ioov, vegeu PLATO (1989),
617b 5, edicid catalana, p. 132-133.

815.1 també «la raé6 composta» de les raons en proporcié continua
‘ll?lil = % amb i =1,...,k — 1, sense confondre-la amb la «composta
d’una raéy» de la definicié DV 14.

816. Diu: Afidic t&v Sxpwv xad” dnelalpeoty 6V Uépwy.

817. L’enunciat és un pel complex. Siguin (A1,2A2,A3) i (B1, B2, Bs)

. : : : A _ By : Ay _ By _

dues colleccions de tres magnituds. Tenim que T = me g = my Ales
.y 4 s A1 By
hores, la proporcié «pertorbaday és la proporcid T =
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A.2.1b Les proposicions d’Ev

[La teoria general de la proporcid d’Budox]®'®

Ev 1. Si un nombre arbitrari de magnituds sén equimiltiples'® duna
mateixza quantitat de magnituds, cadascuna amb cadascuna, respecti-
vament, aleshores totes [juntes] seran el mateiz mailtiple de totes [jun-
tes| tantes vegades com una [de les primeres] magnituds és miltiple
d’una [de les segones].8?°

Considerem un nombre arbitrari de magnituds, AB,CD, equimilti-

ples de les magnituds E, F, respectivament.?!
Afirmo que tan-
tes Ve'gades com [l/a ) G 5 c H b
magnitud] AB és
s F+— Fo—
[multiple] de [la mag-
nitud] E FiGura Ev1

[les magnituds] AB i C'D [juntes] ho sén de [les magnituds] E i F [jun-
tes].

[Demostracid.] Atés que [les magnituds] AB i C'D sén equimiltiples
de [les magnituds] £ i F,

818. Es aconsellable fer una lectura algébrica o simbolica tant dels
enunciats com de les demostracions. Podem trobar-ne a KAYAS (197§),
volum 1, p. 83-103; i MUELLER (1981)), edicié del 2006, p. 118-134. Aquest
darrer text analitza també la dificultat que presenta la interpretacié d’a-
quest llibre. Vegeu MUELLER (1981)), edici6 del 2006, p. 134-151.

819. Les magnituds 2 i B sén «equimiiltiples» quan sén mesurades per
(magnituds) més petites, 2’ i B’, el mateix nombre de vegades, és a dir,
A:=mA iB =mB', amb n € N. Vegeu Dv2 i la nota E20.

820. El redactat és fosc. En termes actuals diu: «Si les magni-
tuds mA,mB,..., mM sén equimdiltiples de A,B,...,MN, aleshores
{mA,mB,.... mN} = m{A, B, ,N}», que és la propietat «distri-
butiva» dels enters positius respecte de la unié de magnituds.

821. Fixem-nos en el tractament diferenciat que fa Euclides de les mag-
nituds. Unes les expressa com si fossin segments i n’especifica els extrems
perque es tracta de I’addicié de dues o més. I unes altres les designa amb
una sola lletra perque séon donades per endavant.

Aquesta figura —i totes les altres d’aquest llibre— és ideal, perque el
text no tracta de segments sindé de magnituds arbitraries, que nosaltres
anomenem 2, B, &, etc., perd que no tenen representaci6 grafica.
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[la magnitud] AB conté tantes magnituds iguals a [la magnitud] F
com [la magnitud] C'D en té d’iguals a [la magnitud] F.
Podem, doncs, dividir la magnitud AB en magnituds AG,GB
iguals a [la magnitud] E,
i CD en [magnituds] CH, HD iguals a [la magnitud] F. [Dv 2]
Ara bé, el nombre de [parts] AG, G B sera igual al nombre de [parts]
CH,HD.
I, com que [les magnituds] AG i CH sén iguals a [les magnituds]
FE i F, respectivament,
[les magnituds] AG i AG, CH [juntes] sén iguals a E ia E, F [juntes],
respectivament. [Nc2].
Per les mateixes raons, [les magnituds] GB i GB, HD [juntes] sén
iguals a [les magnituds] F i E, F' [juntes], respectivament.
Aleshores, [la magnitud] AB conté tantes [magnituds| iguals a F
com [les magnituds] AB,CD [juntes] contenen E, F' [juntes].5??
En conseqiiéncia, [la magnitud] AB és multiple de [la magnitud]
E tantes vegades com [les magnituds] AB,C'D [juntes] ho sén de [les
magnituds] F, F' [juntes].

I aix0 és el que voliem demostrar.8?3 o

Ev 2. Si una primera [magnitud] i una tercera sén equimiltiples d’una
segona i una quarta [, respectivament,] i una cinquena [magnitud)] i

una sisena també ho sén de la segona i la quarta [, respectivament,]

]824

aleshores la primera i la cinquena [magnituds, juntes, i la tercera

i la sisena [, juntes,] també son equimaltiples de la segona i la quarta

[magnituds, respectivament].82°

822. Fixem-nos que usa la commutativitat de ’addicié de magnituds.
Es a dir, si tenim, per exemple, {{Ql, Q[..TQ,Q(},{%7%7.’9.7%}}, tenim
{{2, B}, {A, B}, )., {A, B} }. VITRAC (1994), p. 127-134, fa una reflexié
sobre les pressuposicions d’aquest llibre euclidia, pero no diu res ni de ’as-
sociativitat ni de la commutativitat perque tracta de parts perd no de
sumands.

823. D’ara endavant, en les demostracions ometrem la paraula «mag-
nitud» perque tots els objectes que es tracten en aquest llibre ho sén.

824. Per a coneixer les maneres diferents que usa FEuclides per a referir-
se a l’addicié de magnituds, vegeu [VITRAC (1994), p. 70, nota 2.

825. Si Qll = lez i 52[3 = le4 i Q[s = HQ[Q i 9[6 = HQ[4, aleshores
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Siguin AB i DF la primera [magnitud] i la tercera equimiltiples de
la segona C i la quarta F [, respectivament].

I siguin BG i EH la cinquena i la sisena equimiltiples de la segona
C'ila quarta F' [, respectivament].

Afirmo que la primera magnitud i la cinquena juntes [, o sigui,] AG,
i la tercera i la sisena [juntes, o sigui,] DH, sén també equimiltiples
de la segona C' i la quarta F' [, respectivament).

[Demostracid.)

Atesque AB1 4 B G D E .
DE sén equi- —_— —_—F
multiples de C' FIGURA BV 2
i F [, respectivament,)
a AB hi ha tantes magnituds iguals a C' com magnituds iguals a F' hi
ha a DE.

Per les mateixes raons, BG conté tantes magnituds iguals a C' com
EH en conté d’iguals a F'.

Aleshores, AG en conté tantes d’iguals a C com DH d’iguals a F'.

Per tant, DH sera tantes vegades divisible per F' com ho és AG
per C.

Aleshores, la primera magnitud i la cinquena juntes [, o sigui,] AG,
i la tercera i la sisena [juntes, o sigui,] DH,
sén també equimiiltiples de la segona i la quarta, C' i F' [, respectiva-
ment].

Aix{ dones, si la primera [magnitud] i la tercera sén equimiltiples
de la segona i la quarta [, respectivament,]
i la cinquena i la sisena [magnituds] ho sén de la segona i la quarta
[, respectivament,]
la primera i la cinquena juntes, i la tercera i la sisena [juntes] sén
també equimultiples de la segona i la quarta [juntes, respectivament].

I aix0 és el que voliem demostrar. W36

{A1,Us} ;= (m+n) Az i {As, A6} := (m + n) As. En sintesi, si A és una
magnitud arbitraria, (m+n) A := {m2A, nA} :== mA+nA. A partir d’ara
usarem l’escriptura additiva perqueé ja ha quedat ben clar qué significa.
826. Els porismes d’aquest llibre varien segons els autors: uns n’esta-
bleixen un per a Ev 7 i 19, que son els que recollim nosaltres; i d’altres, un
per a Ev2, 4,13, 19, i dos per a Ev 24. Vegeu el problema B2 (pagina 68).
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Ev 3. Si una primera [magnitud] i una tercera sén equimiltiples d’u-
na segona i una quarta [, respectivament], i prenem equimdltiples de
la primera i la tercera, aleshores, per igualtat,®*” les [magnituds] que
hem pres també son equimultiples de la segona i la quarta, respecti-
vament.3?8
Suposem que la primera [magnitud], A, i la tercera, C, sén equiml-
tiples de la segona, B, i la quarta, D, respectivament,
i prenem EF i GH, equimiltiples de A i C, respectivament.

Afirmo que EF i GH sén equimiltiples de B i D [, respectivament)].

[Demostracié.] Ates
que EF i GH sén

B+——
equimultiples de A - K
i C [, respectiva- F
C
ment,]
EF conté tantes D+— ;
magnituds iguals a G H
A com magnituds Figura Ev3

iguals a C conté GH.

Dividim E'F en magnituds EK, KF iguals a A,
i GH en [magnituds] GL, LH iguals a C'.

El nombre de [magnituds] EK, KF [de EF] és el mateix que el de
[magnituds] GL, LH [de GH].

I, com que A i C sén equimultiples de B i D [, respectivament,]

827. Per a una analisi de 'expressi6 " loov (ex @quali), vegeu HEATH
(1925), volum 11, edicié del 1956, p. 141. VITRAC (1994), p. 74, sosté
que la demostracié es basa en «la possibilitat de substituir coses iguals
en les relacions d’equimultiplicitat», cosa que cal postular. Tot depeén,
pero, del fet que considerem l’equimultiplicitat en termes d’igualtat, o

no. Si entenem que 2y és multiple de 2 i significa que 21 = A + ™) + 2,
aleshores Nc1 i Nc2 justifiquen la substitucié d’iguals. Si, en canvi, no
admetem aquesta possibilitat, cosa que sembla una mica dificil, atesa la
definicié de «multiple» de DV 2, aleshores cal imposar la possibilitat que
esmenta Vitrac.

828. «Equimdultiples d’equimiltiples sén equimnltiples.» En simbols: si
A7 = mA2 i A3 = m Ay, i considerem n2A; i ns, aleshores tenim que
nAs = pAs i nA3 = pA4, on, a més, p = m x n. Més sintetic encara:
n(mA) = (n x m)2A.



274 Historia de la matematica. Grécia Ila

i EK [és]iguala A,i GL a C,
resulta que EK i GL sén equimtltiples de B i D [, respectivament).

Per les mateixes [raons], KF' i LH sén equimiltiples de B i D
[, respectivament].

En conseqiiéncia, com que la primera [magnitud] FK i la tercera
GL sén equimdltiples de la segona B i la quarta D, respectivament,
i [la magnitud] cinquena K F ila sisena LH ho sén també de la segona
B ila quarta D [, respectivament],
resulta que la primera [magnitud] i la cinquena juntes [, és a dir,] EF,
i la tercera i la sisena [juntes, és a dir,] GH,
sén equimtltiples de la segona i la quarta, B i D [, respectivament].

[Ev2]
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev4. Si una primera [magnitud] té amb una segona la mateiza rad
que una tercera [té] amb una quarta, aleshores equimiltiples de la
primera i la tercera tindran la mateiza rad que equimultiples de la se-
gona i la quarta, sempre que els prenguem en l’ordre convenient.3%°
La primera [magnitud] A té la mateixa raé amb la segona B que la
tercera C' [té] amb la quarta D.

Prenem equimiltiples arbitraris F i F' de A i C |, respectivament,]
i equimuiltiples arbitraris G i H de B i D [, respectivament].

Afirmo que E [és] a G com F [és] a H.

[Demostracid.]

Siguin K i L A— Co—
equimultiples B+ D =
arbitraris de g F
EiF [ res- u
pectivament,]

. . . K L
iMi N equi-

multiples ar- M N
bitraris de G i FIGURA Ev4

H [, respectivament].

1 L A ¢ mA _ m¢€
829. En simbols: si i = 75, aleshores 7' = =,

traris. Es un porisma immediat de la definicié Dv 5.

amb m,n € N, arbi-
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Ateés que E i F sén equimiltiples de A i C [, respectivament,]
i KiLhosénde EiF [, respectivament,]

K i Lhosonde AiC |, respectivament]. [Ev 3]
Per les mateixes [raons], M i N sén equimiltiples [respectius] de
BiD. [Ev 3]

I, com que A és a B com C [és] a D,
i els equimultiples [arbitraris respectius] K i L ho sén de A i C
[, respectivament,]
i els equimultiples [arbitraris respectius] M i N [ho sén| de B i D,
resulta que si K és més gran [, igual o més petit] que M,
aleshores L també és més gran [, igual o més petit] que N.  [Dv 5]
Perd K i L sén equimiltiples [respectius] de F i F,
i M i N equimiltiples arbitraris [respectius] de G' i H.83°
En definitiva, E [és] a G com F' [és| a H. [Dv 5]

I aix0 és el que voliem demostrar. Aas3!

Ev5. 57 una magnitud i la part que se’n sostreu son equimultiples
d’una magnitud © del que se’n sostreu, el residu sera equimdltiple del
residu, [és a dir, els residus] son el mateix mailtiple que les totali-

tats.832

Suposem que la magnitud AB conté CD tantes vegades com la [part]
sostreta AFE conté la [part] sostreta C'F.

Afirmo que el residu EB A B B
conté el residu F'D tantes C Ia

vegades com la magnitud M
total AB conté la total C'D. FiGura EvV5
[Demostracid.] La [magnitud] AE és [divisible] per C'F tantes vega-

des com EB ho és per CG.833

830. Entre els equimultiples arbitraris de K i L hi ha els que sé6n multi-
ples del nombre necessari per a obtenir les magnituds £ i F' com a mul-
tiples de A i C, respectivament. Vegeu HEATH (1925), volum 11, p. 143.

831. Seguint la indicacié de la nota IR (pagina P70), vegeu el problema
B3 (pagina BH). Alguns autors ofereixen un porisma d’aquesta proposicié.

832.5iA=m¢Ci B =mD, aleshores A — B =m (€ - D).

833. Val la pena esmentar la nota de HEATH (1925), edici6 del 1956,
volum 11, p. 146: «Tocautanidoiov YeYovétw xol to EB 10l CG (“EB és
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I, com que AE i EB s6n equimiltiples de CF i GC |, respectiva-
ment,]
AE 1 AB ho s6n de CF i GF |, respectivament]. [Ev1]

Pero hem suposat que AE i AB sén equimultiples de CF i CD
[, respectivament].

Aleshores, AB és equimultiple de GF' i C'D alhora.

Per tant, GF [és] igual a CD.%34

Sostraiem CF' de tots dos.

En resulta que el residu GC és igual al residu F'D. [Nec 3]

I, com que AE i EB s6n equimiltiples de CF i GC [, respectiva-
ment,]
i GC [és] igual a DF,
resulta que AE i EB sén equimdiltiples de CF i F'D [, respectiva-
ment].

Perdo hem suposat que AE i AB sén equimultiples de CF i CD
[, respectivament].

Aleshores, EB i AB sén equimiltiples de FD i C'D [, respectiva-
ment].

Per tant, el residu EB és també equimultiple del residu F D
com la [magnitud] total AB ho [és] de la [magnitud] total C'D.

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

Ev 6. 57 dues magnituds son equimailtiples d’unes altres dues i prenem
algunes [parts de les primeres| equimiltiples de les segones, aleshores
els residus o bé son iguals a la segona [magnitud] o bé en [sdn] equi-

maltiples |, respectivament].®3

aquest multiple de CG”).» Aixo pot fer pensar que CG esta donat i EB
s’ha pres igual a un cert miultiple, pero, de fet, la magnitud donada és
EB ila que s’ha determinat és C'G, o sigui, hem construit CG de manera
que sigui un « submultiple de EB». I, seguidament, Euclides explica detin-
gudament la demostracié i el caracter hipotétic de les construccions. De
fet, suposa l'existéncia d’'una magnitud X que m2A—m B = m X. Afegeix
m B a cada membre i, tenint en compte Ev 1, obté m2A = m (X +B). Per
tant, o bé A = X+B obé X = A—B, que portaamA—m B = m (A—B).

834. Si A és equimiiltiple de A1 i /s —és a dir, m A, = mA.—, ales-
hores 21; = As.

835. Donats dos equimdltiples m2A i mB, nA i n*B, de A i B, amb
m>n, mA—nAimB —n’B sén 'equimiltiple m —n de A i B, respec-
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Siguin AB i CD dues magnituds equimiltiples de dues magnituds £
i F [, respectivament].

En prenem [les parts] AG i CH equimtltiples de F i F' [, respecti-
vament].

Afirmo que els residus GB i HD sén iguals a E'i F' o en sén equi-
multiples.
[Demostracid.]®3® a) Afirmo que si GB és igual a E, aleshores HD és
igual a F.

En efecte, si fem CK igual a F,
atés que AG i CH sén equimtiltiples de E i F' [, respectivament,)
GB [és] iguala Ei KC a F.

Aleshores, ABi KHho A < B
sénde Ei F. [Ev2] B——r

Pero hem suposat que . ¢ H D
ABiCDhosénde Ei F
[, respectivament). FIGURA EV6

Per tant, KH i CD també ho sén de F.

En conseqiiéncia, [les dues magnituds] K'H i CD s6n equimiltiples
de F.

Aleshores, KH és igual a C'D.

Suposem ara que sostraiem C'H de totes dues.

El residu KC és igual al residu HD. [Nec 3]
Pero F és igual a KC.
En conseqiiéncia, HD també és igual a F'. [Nc1]
Aixi doncs, si GB és igual a £, HD és igual a F. [ )
b) De manera analoga, podem veure que si GB és un cert miltiple
de E, HD també és el mateix multiple de F'. o
I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

Ev 7. [Magnituds] iguals tenen la mateiza rad amb una mateiza [magnitud),

i aquesta [té la mateiza rad] amb [magnituds] iguals.®37

tivament. En notacié moderna, ras i curt: mA —nA = (m —n) 2.
836. Heus aci una demostracio per casos que retrobem a Ev9: GB = F
oGB#E.

837. Simbolicament: si A = B i € és arbitraria, aleshores % =

clR

2|e
32|

i
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Siguin A i B dues magnituds iguals i C' una d’arbitraria.838

Afirmo que A i B tenen la mateixa raé amb C i [que] C' [té la
mateixa rad] amb A i B.
[Demostracid.] a) Prenem D i E, equimiltiples de A i B [, respecti-
vament,| i un multiple arbitrari F' de C.

Aleshores, atés que D i E s6n equimiltiples de A i B [, respectiva-
ment,| i A [és] igual a B,
resulta que D també [és] igual a E. [Nc 2, iterada]

Sigui F' [un multiple] arbi-
trari [de C].839

Aleshores, si D és més gran, B+—+ FE

igual o més petit que F, C 12

A+— D

E també és més gran, igual o FraURA Ev7
més petit que F' [, respectivament].
Pero, atés que D i F sén equimultiples respectius de A i B,
i F' és un multiple arbitrari de C,
A [manté amb] C [la mateixa raé que] B [amb] C. [Dv5] &
Afirmo que C®0 també té la mateixa radé amb cada una de [les
magnituds] A i B,
b) ja que, de manera similar i amb la mateixa construcci, podem
veure que D és igual a E, i F' [té] algun altre [valor].
Aleshores, si F' és més gran, igual o més petit que D,
també és més gran, igual o més petit que E [, respectivament].84!
I F és un multiple de C', i D i E equimultiples arbitraris de A i B.
Aleshores, C [és] a A com C [és] a B. [Dv 5] [ )

I aixo és el que voliem demostrar. 'y

Ev 7, porisma. D’aix0 en resulta, obviament, que si certes magnituds
son proporcionals, aleshores també son invertendo.

I aixd és el que voliem demostrar.84? [Dv 13] A

838. Diu: «8hAo B¢ T, & ETuyevy.

839. Aquesta arbitrarietat és necessaria per a poder recérrer a la defi-
nicié Dv 5.

840. El text grec diu « E'», un error evident d’escriptura.

841. Pel principi de substitucid, nota EI0 (pagina [T9).

842. Vegeu la nota B0 (pagina PBR).
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Ev 8. a) En magnituds diferents respecte d’una mateiza [magnitud), la
gran té una rad més gran que la petita. b) I una mateiza [magnitud)

té una radé més gran amb la [magnitud] petita que no amb la gran.3*3
Siguin AB i C' dues magnituds E
diferents, i AB la més gran de B
les dues. C
Considerem una magnitud Iel
F H

arbitraria D.

Afirmo que la raé de AB K
amb D és més gran que la de
C amb D,

i [que] D té una rad superior

amb C' que no pas amb AB. M.
[Demostraci.]®** Ates que AB

és més gran que C, sigui BE

N

[una magnitud] igual a C. FIGURA Ev 8a

[E12 o E13]34°

Adjuntem la més petita de les magnituds AE i FB a si mateixa
un nombre convenient de vegades fins a aconseguir una magnitud que
supera D. [Dv 4]346
a) Suposem que AF és més petita que EB.

Aleshores, si 'adjuntem a si mateixa un cert nombre de vegades,
finalment obtenim una [magnitud] FG més gran que D. [Dv 4]847

Siguin GH i K divisibles per EB i C' [, respectivament,]
el mateix nombre de vegades que F'G ho és per AF.

Considerem els multiples doble, L, triple, M,
i tants com calgui, [cadascun creixent] una unitat D,
fins a aconseguir el primer [multiple] de D que sobrepassi K.

843. En simbols: si A > B i € és arbitraria, aleshores % >3 % > %

844. La demostracié procedeix per casos.

845. De fet, Euclides accepta la validesa d’E12 o E13 per a magnituds,
cosa que no ha establert.

846. Aquesta frase és redundant i pot ser suprimida.

847. Euclides suposa que una magnitud arbitraria D —encara que ho
sigui— té una ra6 amb les magnituds AB i C. D’aci el caracter de postulat
de I'esmentada definicié.
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Prenem també el quart multiple de D, N, que és el primer de D
que supera K.
Ateés que K és inferior a N [i és| el primer, K no és més petit

que M.

I, com que FG i GH s6n equimultiples de AE i EB [, respectiva-
ment,]
resulta que F'G i FH sén equimiltiples de AE i AB [, respectiva-
ment]. [Ev1]

I FG i K ho sén de AF i C [, respectivament].

Per tant, FFH i K s6n equimiltiples de AB i C' [, respectivament)].

De bell nou, com que GH i K sén equimiltiples de EB i C'
i EB [és] igual a C, [Nc1]
GH també [és] igual a K [Nc1]
i K no és inferior a M.

Aleshores, GH no és inferior a M.

Pero F'G [és] més gran que D.

Per tant, FH és més gran que D i M [juntes].®

Pero les magnituds D i M [juntes] sén iguals a [la magnitud] N,
ja que M és tres vegades D, M i D [juntes] valen quatre vegades D;
i N també és quatre vegades D.

Aleshores, M i D [juntes] sén iguals a N.

Perd FH és més gran que M i D [juntes].

En conseqiiencia, F'H excedeix N;
i, en canvi, K no l’excedeix;3*°
i FH i K s6n equimtltiples de AB i C', i N un multiple arbitrari de D.

Aixi doncs, laraé de AB a D és més gran quelade Ca D. [DV7] &

Afirmo que la raé de D a C és més gran que la de D a AB.

En efecte, d’'una manera similar i amb la mateixa construccid,
podem veure que N excedeix K; que N, en canvi, no excedeix F'H;
que N és un multiple de D;

848. Diu: ocuvopgotépwy v A,M ueildv éotv. S’accepta que les mag-
nituds satisfan les propietats de la desigualtat: transitivitat i compatibi-
litat amb la suma i amb el producte.

849. Utilitza que K < N per a aquesta primera aplicacié de Dv 7; pero,
per construccié, K < N.
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i que FH i K sén equimiltiples arbitraris de AB i C' [, respectiva-
ment].
Aixi doncs, D té amb C una raé més gran que la que D [té] amb
AB.#0 DV 7] '
b) Suposem, en canvi, que AE és més gran que EB.
Aleshores, un multiple adequat de la [magnitud] petita, EB, és
més gran que D. [Dv 4]
Suposem que el multiple resultant GH de EB [és] més gran que D.
Considerem F'G i K multiples respectius de AF i C tantes vegades
com GH ho és de EB.
Aleshores, de manera analoga [a 'anterior],
veiem que FH i K sén equimiltiples de AB i C' [, respectivament].
I també de manera analo-

ga [a anterior], sigui N el pri- E
_ . A B
mer multiple de D més gran
que FG. C—
Aleshores, de bell nou, FG P G H
no és més petit que M
K

perd GH [és] més gran que D.

I d’aix0 en resulta que el to-
tal FH excedeix D i M [jun-
tes|, que és N,

pero K no excedeix N, atés que M-
FG@G, que [és] més gran que GH
—o sigui, més gran que K—,
tampoc excedeix N .85 Ficura Ev 8b

I, si ara seguim els raonaments anteriors,

]\T

podem completar la demostracié. '
I aix0 és el que voliem demostrar. o

850. La complexitat de la demostracio esta lligada a la manca d’un sim-
bolisme algebric adequat. Vegeu I'item ¢ del problema ES (pagina B8).

851. Com indica HEATH (1921), volum 11, p. 152, n’hi ha prou d’agafar
com a magnitud N, el primer miltiple de D que supera GH, atés que
FG>D,FG+GH=FH > N.
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Ev9. a) Magnituds que tenen la mateiza raé amb una [magnitud] sén
iguals entre si. b) I aquelles [magnituds] respecte de les quals una

[magnitud] té la mateiza raé son iguals.®>>

[Demostracid.] a) Suposem que [les magnituds] A i B tenen la mateixa
rad amb [la magnitud] C. A B

Afirmo que A és igual a B. c

Si no és aixi,®>3 A i B no poden tenir FIGURA EV9
la mateixa rad amb C. [Ev 8]

Pero [suposem que] la tenen; per tant, A és igual a B. [
b) Suposem que C té la mateixa ra6 amb A i B.

Afirmo que A és igual a B.

Si no és aixi,®>* C no pot tenir la mateixa raé amb cadascuna [de

les magnituds] A i B. [Ev 8]
Per tant, A és igual a B. o
I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

Ev 10. a) Per a [magnituds] que tenen raons amb una [magnitud], és
més gran aquella [magnitud] que té la rad més gran. b) I |, si conside-
rem] les raons d’una magnitud amb dues altres [magnituds], la rad
més gran correspon a la magnitud més petita.8%®

a) Suposem que [la magnitud] A té amb [la magnitud] C una raé més
gran que la que té [la magnitud] B amb C.

Afirmo que [la magnitud] A és més gran que [la magnitud] B.

852. Simbolicament: si % = %, 0 bé si % = %,
tracta, doncs, de la proposicié reciproca d’Ev 7.

853. Hipotesi de I'absurd.

854. Hipotesi de I'absurd.

855. En simbols: si A,B sén dues magnituds i € és (una magnitud)
arbitraria, aleshores % > % implica A > ‘B, i % > % implica A > B. Es
tracta, doncs, de la proposicié reciproca d’Ev 8.

Aquestes proposicions garanteixen la unicitat de la tercera i la quarta
proporcional de dues o tres magnituds donades. Una altra qiiesti6 és la
possible existéncia d’aquestes magnituds proporcionals. Euclides, a Evi11
i 12, en demostra I'existéncia quan les magnituds sén segments; pero, en
les proposicions ExI112 i 18, per exemple, suposa que també existeixen
quan les magnituds sén superficies o solids, tot i que no ho demostra en-

lloc.

aleshores 2l = B. Es
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[Demostracid.] Si no és aix{,8%6

A és igual o més petita que B, certament.®>”

Pero, de fet, A no pot ser igual a B,

ja que si ho és, A i B tenen la mateixa raé amb C, [Ev 7]
i no és aixi. 4 B

Per tant, A és diferent de
B C

Pero A tampoc pot ser més FIGURA Ev 10

petita que B,
perque si ho és, la ra6 de A amb C és més petita que la de B amb
C, [Ev§]
i no és aixi.

D’aix0 en resulta que A ni és més petita que B ni, com hem vist,
igual a B.

En definitiva, A és més gran que B. [
b) Considerem ara el cas en el qual [la magnitud] C
té una raé més gran amb B que amb A.

Afirmo que B és més petita que A.

858 ¢s igual o més gran, necessariament.

[Demostracid.] Sino és aixi,
Pero sabem que B no és igual a A,
perque si ho fos, C tindria amb A i B la mateixa rao, [Ev 7]
i no és aixi.
Per tant, A no és igual a B.
Pero B tampoc no és més gran que A,
ja que si ho fos, la raé de C' amb B seria menor que amb A, [EV §]
i no és aixi.
En conseqiiéncia, B no és més gran que A
i, alhora, com hem vist, tampoc és igual a A.
D’aix0 en resulta que B és més petita que A. o

I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

856. Hipotesi de I’absurd.

857. La demostracié procedeix per casos. Euclides suposa que les mag-
nituds compleixen la llei de tricotomia, és a dir, si 2 i 2B, aleshores 2 § B.

858. Hipotesi de ’absurd.
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Ev11. Les raons [de magnituds| que sén iguals a una mateiza rad

[entre magnituds] son iguals entre $i.8%°

O sigui, si Aésa Bcom Césa D,iCésaDcomF ésaF [, on

A,B,C,D,E i F sén magnituds|, aleshores A és a B com E és a F.

[Demostracio.] Prenem G, H, K equimultiples de A, C, E [, respecti-

vament,

i L, M, N equimultiples arbitraris de B, D, F' [, respectivament].
Com que A ésa B com C [és] a D,

i hem pres els equimiltiples respectius, Gi H de Ai C, i

els equimultiples arbitraris respectius, L i M de B i D,

resulta que si

L A C E
G és més gran,
igual o més B—— D— Foe—
petit que L, I I K
aleshores H
també és més M N
gran, igual o Ficura Ev 11
més petit que M. [Dv 5]

Analogament, com que C és a D com FE [és] a F,

i hem pres els equimultiples respectius H i K de C'i E, i

els equimultiples arbitraris respectius M i N de D i F,

si H és més gran, igual o més petit que M,

K també és més gran, igual o més petit que N. [Dv 5]
Pero [hem vist que] si H és més gran, igual o més petit que M,

G també és més gran, igual o més petit que L [, respectivament].
Per tant, si G és més gran, igual o més petit que L,

K és més gran, igual o més petit que N.
Pero G i K sén equimultiples respectius de A i F,

i L i N equimultiples arbitraris respectius de B i F.

En conseqiiéncia, A és a B com E [és] a F. [Dv 5]
I aix0 és el que voliem demostrar. o
859. En simbols: si % = % i % = %, aleshores % = % Aquesta propo-

sici6 és la replica de la Nc1 a les raons entre magnituds.
Euclides no la fa servir fins a Ev 12 i aixo en justifica la inclusié.
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Ev12. Si hi ha un cert nombre de magnituds [que sén| proporcio-
nals, aleshores una [de les magnituds| antecedents és a la consegiient
que hi correspon com totes les antecedents [juntes| son a totes les

consegiients [juntes].86°

Siguin A, B, C' [, etc.,] i D, E, F' |, etc.,] un cert nombre de magnituds
proporcionals,
ésadir, Aés]a Bcom C [ésjaDiFE aF [ etc.].

Afirmo que A és a B com A,C,FE [, etc., juntes,] sén a B, D, F
[, etc., juntes].
[Demostracié.] Siguin G, H, K equimiltiples respectius de A4, C, E,%6!
i L, M, N equimultiples arbitraris respectius de B, D, F'.

Com que A és

a B com C [és] a - B

D,iEacF, ¢ D

iG,H,K sétn els EFe—— F—
equimultiples res- a I

pectiusde A,C| E,

iL, M, N els equi- - M—
multiples arbitra- K N

ris respectius de Ficura Ev 12

B,D,F,
si G és més gran, igual o més petit que L,
H, K també sén més grans, iguals o més petits
que M, N [, respectivament]. [Dv 5]
Per tant, si G és més gran, igual o més petit que L,
aleshores G, H,K s6n més grans, iguals o més petits que
L, M, N. [Nc2]862
Ara bé, G i G,H, K [juntes] sén equimiltiples respectius de A i
A, C, E [juntes],

860. Diu: «Si tenim una serie de raons iguals, la suma dels antecedents
és a la suma dels consegiients com un antecedent és al seu consegiient.» En
A1 Ap & Aq 4 An 4 - + Ay, A,

simbols: si %+ = = ... = 2k gleshores 1ttt ¥p _ Ay
By B B, B+ B+ + By B’

i=1,2,...,k Trobem aquest teorema a [ARISTOTIL (1995), v 7, 1131b 4,
edicié catalana, volum 11, p. 26.

861. Podriem afegir-hi «etceteran.

862. Vegeu [VITRAC (1994), p. 94, nota 56.
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ja que si un nombre arbitrari de magnituds [sén] equimiltiples d’un

nombre igual d’altres magnituds,

aleshores la totalitat [de les primeres magnituds] també [és divisible]

per totes [les segones|, respectivament,

tantes vegades com una de les [primeres| magnituds és [divisible] per

una [de les segones]. [Ev1]
Per les mateixes [raons|, L i L, M, N [juntes] sén també equimul-

tiples respectius de B i B, D, F [juntes]. [Dv 5]
I, ates que A ésigual a B, A, C, E [juntes] també [ho sén] a B, D, F'

[juntes].

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev 13. Si la primera [magnitud] té amb la segona la mateiza rad que la
tercera [té] amb la quarta, i la tercera [magnitud] té amb la quarta una
raé més gran que la que té la cinquena amb la sisena, aleshores la
primera [magnitud] també té amb la segona una rad més gran que
la que [té] la cinquena amb la sisena.8%3

La primera [magnitud], 4, té amb la segona, B, la mateixa raé que la

tercera [magnitud], C, [t€] 4 c E

amb la quarta, D.

I la tercera [magnitud], ¢, B D F

té amb la quarta, D, unaraé

més gran que la cinquena, F, "

[té] amb la sisena, F.

Afirmo que la primera K
[magnitud], A, també té amb |

la segona, B, una raé més
M——m

gran que la cinquena, E, [té]
amb la sisena, F'. N

[Demostracid]. Hi ha equi-
multiples de C' i E,
i equimultiples arbitraris de D i F,

Ficura Ev 13

863. En simbols: si % = % i % > %, aleshores % > % En el cas de la
desigualtat és el «principi de substitucié» per a raons. Vegeu la nota 10
(pagina [I9). Obviament, suposem que aquest enunciat val també per a

magnituds, és a dir, si A =B i A > &, aleshores B > C.
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de manera que el miltiple de C' excedeix el [miltiple] de D,
pero, en canvi, el miltiple de E no excedeix el miultiple de F'. [Dv 7]
Considerem que G i H sén els equimultiples respectius de C'i E,
i K i L els equimultiples arbitraris respectius de D i F,
[Pexistencia dels quals ha quedat establertal],
de manera que G excedeixi K pero H no excedeixi L.
Ara, siguin M i N multiples respectius de A i B,
de manera que M ho sigui de A tantes vegades com G ho és de C,
i N de B tantes vegades com K ho és de D.
Ara bé, com que A és a B com C [és] a D,
i M i G sb6n equimultiples respectius de A i C, i
N i K equimdltiples arbitraris de B i D,
si M és més gran, igual o més petit que NV,
G és més gran, igual o més petit que K. [Dv 5]
Pero G és més gran que K.
Per tant, M també és més gran que IV, perdo H no és més gran que L;
M i H sén equimultiples de A i E, respectivament,
i N i L s6n equimultiples arbitraris de B i F', respectivament.
D’aix0 en resulta que A té amb B una rad més gran que la que té
E amb F. [Dv 7]

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

Ev 14. Si una primera [magnitud] té la mateiza rad amb una segona
que la que té una tercera amb una quarta, i la primera [magnitud] és
més gran, igual o més petita que la tercera, aleshores la segona serd
també més gran, igual o més petita que la quarta, respectivament.’5*
Suposem que la primera [magnitud], A4, té amb la segona, B,

la mateixa raé que la tercera, C, [té] amb la quarta, D,

i [la magnitud] A és més gran que [la magnitud] C.

Afirmo que B també és més gran que D [, respectivament].

864. En simbols: si % = % i 3 ¢, aleshores B 3 9. A la Meteo-
rologia, Aristotil explicita la proposicié equivalent: «Si 20 > B, aleshores
¢ > D.» [ARISTOTIL (1996), llibre 111, § 5, 376a 11-14, edicié castellana
del 1996, p. 377.
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[Demostracid.] Atés que A és més gran que C' i B [és] una [magnitud]
arbitraria,
A té amb B una raé més gran que la que té C amb B. [Ev 8]
Pero A [és] a B com C [és] a D.
Per tant, C' també
té amb D una rad més A

B
gran que la que [té]
amb B. Eviy C D
Ara bé, sabem que FicurA Ev 14

quan una [magnitud] té la mateixa raé amb dues, la raé més gran
correspon a la més petita d’aquestes magnituds. [Ev 10]
En conseqiiéncia, D [és] més petita que B.
D’aix0 en resulta que B és més gran que D.
De manera analoga, podem provar que quan A i C' sén iguals,

B i D també ho sén. [Ev7,9i11]
I, a més, si A és més petita que C, B també ho és més que D.

[Ev8, 101 13]

I aix0 és el que voliem demostrar. N

Ev 15. Les parts tenen la mateiza rad que els equimultiples correspo-

nents sempre que els prenguem en l'ordre convenient.36°

Considerem que AB i DE s6n equimultiples respectius de C'i F.
Afirmo que C és a F com AB [és] a DE.

[Demostracid.] Atés que AB i DE sén equimiltiples respectius de C'

iF,

DFE té tantes magnituds iguals a F' com AB a C.

Suposem que hem a It
dividit AB en [les A - B &
magnituds] AG, GH p i L E F—

i HB iguals a C, i

DE en [les magni-

tuds] DK, KL i LE iguals a F.
Per tant, el nombre de [magnituds] AG, GH i HB és igual al nom-

bre de [magnituds] DK, KL i LE.

Ficura Ev 15

865. En simbols: si % = Z—m
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I, ates que AG,GH i HB sén igualsentre si, i DK, KL i LE també,
resulta que AG és a DK com GH [és] a KL,i HB a LE. [Ev7]

I, aleshores, [per a magnituds proporcionals,] una [magnitud de les
primeres| és a una [de les segones] com la suma de totes [les primeres
magnituds és] a la suma de totes [les segones]. [Ev12].

Per tant, AG és a DK com AB [és] a DE.

Pero AG ésigual a C'i DK a F.

En conseqiiéncia, C' és a F com AB [és] a DE.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev16. Quan alternem quatre magnituds que sén proporcionals, con-

tinuen sent-ho.366

Suposem que A, B i C, D sén quatre magnituds proporcionals,
en concret, A [és] a B com C [és] a D.

Afirmo que també sén [proporcionals] quan les alternem,
[és a dir,] A [és] a C com B [és] a D.

[Demostracid.] Considerem

FE i F equimultiples respec-

tius de A i B, B D—
i G i H equimiltiples arbi- F G
traris respectius de C'i D. F H

Com que F i F s6n equi-

multiples respectius de A i B, FIGURA EV16
i les parts tenen la mateixa rad que els multiples semblants [respec-
tius], [Ev 15]
resulta que A és a B com E [és] a F.

Pero A [és] a B com C [és] a D.

866. En simbols: si % = %, aleshores % = %. Aqui cal fer una observa-
ci6. Hem suposat que, en una rad, la magnitud de I'antecedent i la del
consegiient son de la mateixa classe; en canvi, en una proporcié, cada pa-
rella és de la mateixa classe, atés que formen rad, pero la classe d’una
parella pot ser diferent de la classe de altra. Ara, quan les alternem, ens
podem trobar amb raons en les quals I’antecedent i el consegiient siguin
de classes diferents. Vegeu la nota B (pagina PRA). Aristotil usa tacita-
ment aquesta proposicié a la Meteorologia, llibre 111, 5, 376 a 22-24, edici6é
castellana del 1996, p. 377.
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I, aleshores, C [és] a D com E [és] a F. [Ev11]

Novament, com que G i H sén equimiltiples respectius de C'i D,
Césa D comG [és|] a H. [Ev 15]

Pero C [és] a D com F [és] a F.

Aleshores, E [és] a F' com G [és] a H. [Ev 11]

I, si quatre magnituds sén proporcionals,
i la primera és més gran, igual o més petita que la tercera,
aleshores la segona sera també més gran, igual o més petita que la
quarta. [Ev 14]
Si E és més gran, igual o més petita que G,
F també és més gran, igual o més petita que H.
I Ei F sén equimiltiples respectius de A i B,
i G 1 H equimultiples arbitraris respectius de C' i D.
Aixi, Aésa C com B [és] a D. [Dv 5]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev17. Si unes magnituds son proporcionals componendo, també ho
sén separando.867
Siguin AB, BE,CD i DF magnituds compostes proporcionals,
[és a dir,) AB [és] a BE com CD [és] a DF.

Afirmo que si les separem també sén proporcionals,
és a dir, AFE [és] a EB com CF [és] a DF.

A E BC F D

H K
O

I M N p

Ficura Ev 17

[Demostracid.] Considerem GH i HK,i LM i M N equimiltiples de

AE i EBide CF i FD, respectivament,

i KO i NP equimultiples arbitraris de EB i F D, respectivament.
Com que GH i HK s6n equimultiples respectius de AE i EB,

GH i GK sén equimiltiples respectius de AFE i AB. [Ev1]

867. En simbols: si % = %, aleshores % = % També expressable
L A e A ¢
en la forma: si TIE = o aleshores & = 5.
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Pero GH i LM sén equimultiples respectius de AE i CF.
En conseqiiéncia, GK i LM sén equimultiples respectius de AB

i CF.

De bell nou, com que LM i M N sén equimiiltiples respectius de

CFiFD,

LM i LN s6n equimtltiples respectius de CF i CD. [Ev1]
Pero LM i GK s6n equimtltiples respectius de CF i AB.
Aleshores, GK i LN sén equimiltiples respectius de AB i CD,

respectivament.

Novament, com que HK i M N sén equimultiples respectius de

EBiFD,

i KO i NP també ho sén de EB i F'D,

resulta que HO i M P també ho sén de EB i F'D. [Ev 2]
I, com que AB [és] a BE com CD [és] a DF,

si considerem els equimiltiples GK i LN de AB i CD [, respectiva-

ment,]

i els equimultiples HO i MP de EB i FD [, respectivament,]

tenim que si GK és més gran, igual o més petita que HO,

LN també és més gran, igual o més petita que M P. [Dv 5]
Suposem que GK excedeix HO i sostraiem HK de totes dues [mag-
nituds].
Tenim que GH excedeix KO. [Nc2i4']

Pero hem vist que si GK excedia HO, LN també excedia M P.
Per tant, LN també excedeix M P.
Sostraient M N de tots dos, tenim que LM també excedeix N P.
I, doncs, si GH excedeix KO, LM també excedeix N P.
Analogament, podem establir que si GH és igual a KO,
LM també ho és a NP.
I, a més, si [GH és] més petita que KO, LM també ho és més que
NP.
Perd GH i LM s6n equimiltiples [respectius] de AFE i C'F,
i KO i NP equimtltiples arbitraris [respectius] de EB i FD.
D’aix0 en resulta que AF és a EB com CF [és] a F'D. [Dv 5]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®
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Ev 18. Si [quatre] magnituds separades sén proporcionals, també ho

s6n quan es componen.368

Siguin AE, EB,CF i FD magnituds proporcionals separando, [és a
dir,] AFE [és] a EB com CF [és] a FD.

Afirmo que també sén proporcionals componendo, [és a dir,| AB
[és] a BE com CD [és] a F'D.
[Demostracié.] Si aquest no és el cas,3%9
és a dir, si no és veritat que AB és a BE com CD [és] a F'D,
aleshores AB és a BE

com CD [és] a una magnitud més gran o més petita que DF .87

: 871
a) En primer lloc,*™* su- A B B
posem que aixo es com- G
pleix per a una magni- C F D

tud més petita [que DF, FIGURA EV 18
com ara] DG.
Com que les magnituds compostes sén proporcionals,
[és a dir,) AB és a BE com CD [és| a DG,
també ho sén separades. [Ev17]
Aleshores, AE és a EB com CG [és] a GD.
Pero hem suposat que AE [és] a EB com CF [és] a FD.
Aleshores, [tenim]| que CG [és] a GD com CF [és] a F'D, [Ev11]
i la primera [magnitud], CG, [és] més gran que la tercera, C'F.
Per tant, la segona [magnitud], GD, també [és] més gran que la
quarta, F'D. [Ev 14]
Pero també és més petita que F'D. I aixo és impossible.
Aix{ doncs, no és [el cas que] AB sigui a BE com CD [és] a una

[magnitud] més petita que FD. '
Analogament, podem demostrar que tampoc ho és amb una de més
gran [que F'D].87 A
868. En simbols: si % = %, aleshores % = %

869. Hipotesi de I'absurd.

870. Aqui Euclides suposa que, donades tres magnituds, ezisteiz una
quarta proporcional. Pero aixo solament ho demostra per a segments rec-
tilinis [Ev112].

871. La demostracié es fa per casos.

872. Vegeu la nota B70.
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En conseqiiencia, ho ha de ser amb F'D necessariament.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

Ev 19. Si una magnitud és a una magnitud com el residu de sostreure
una part és [al residu de sostreure] una altra part, els subtrahends sén

com les magnituds inicials.8™

La magnitud AB és a la CD com la subtrahend AE [és] a la subtra-
hend CF.

Afirmo que la diferéncia dels antecedents, EB, és a la dels conse-
glients, F'D, com la magnitud AB [és] a la CD.

[Demostracio.] Com que , g 5 C I D
AB és a CD com AE
l6s] a CF Ficura Ev 19

alternando, resulta que BA [és] a AE com DC [és] a CF.  [Ev16]
I, com que les magnituds compostes sén proporcionals,

també ho s6n [quan]| les separem,

[és a dir,) BE [és] a EA com DF [és] a CF. [Ev17]
Alternando, BE [és] a DF com EA [és] a FC. [Ev 16]
Perd hem suposat que AE [és] a CF com AB [és] a CD. [Ev1]]
I, aleshores, el residu EB [és] al residu F'D com AB és a CD.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev 19, porisma. De tot aix0 en resulta clarament que si [quatre] mag-
nituds compostes son proporcionals, també ho son les magnituds ob-

tingudes convertendo.87

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev 20. Suposem que tenim dues colleccions de tres magnituds cadas-
cuna que, dues a dues, tenen la mateiva 1ad,%™ i [suposem que] ex
eequali la primera és més gran, igual o més petita que la tercera. Ales-
hores, la quarta també és més gran, igual o més petita que la sisena,

respectivament.876

: - A—¢ ¢ _ 2
873. En simbols: si = aleshoresng =%
874. E’]n simbols: si 5 aleshores 5=& = =5
875. Es a dir, en proporcié continua.

876. En simbols: si i = % i % = %, aleshores 2 z ¢ implica © 2 3.

13220322

3[2
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Suposem que A, B i C sén tres magnituds, i D, F'i F unes altres [tres],

i que dues a dues tenen la mateixa rad,

[és a dir)) A [és]a B com D [és]a E,iB [és]aC com E [és] a F.
Suposem que, ex @equali, [Dv 17]

[la magnitud] A és més gran, igual o més petita que [la magnitud] C.
Afirmo que D també és més gran, igual o més petita que F.

[Demostracié.] a) En el suposit 4

que A sigui més gran que C, i B I Z_

sigui una altra [magnitud],

[sabem que] la [magnitud] més ¢ F

gran tindria una raé més gran FIGURA Ev 20

que la que té la més petita amb

la mateixa [magnitud]. [Ev ]

Per tant, A té amb B una raé més gran que la que té C' amb B.

Pero A [és] a B com D [és] a E.

I, invertendo [B és a C com E és a F], tenim que C [és] a B com
F [és] a E. [EV 7, porisma]

Aixi doncs, D té una ra6é més gran amb F que la que hi té F'. [Ev 13]

I, entre [magnituds] proporcionals, la que té una ra6é més gran [amb

una mateixa magnitud] és més gran. [Ev 10]
D’aix0 en resulta que D [és] més gran que F. A

b) De manera semblant, podem veure que si A és igual a C, D és

igual a F. [Ev9i11] 'Y

¢) I, finalment, si [A] és més petita [que C, D també] és més petita

[que F. [ )

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev 21. 57 tenim dues colleccions de tres magnituds que, dues a dues,
tenen la mateiza raé i pertorbem la proporcio, i, ex eequali, la primera
és més gran, igual o més petita que la tercera, aleshores la quarta
també és més gran, igual o més petita que la sisena.®”"
Siguin A, B i C tres magnituds, i D, F i F tres més,
que, dues a dues, tenen la mateixa rao.

877. En simbols: si % = % i % = %, aleshores 2L 3 ¢ implica ® z 3.
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Considerem la seva proporcié pertorbada,
ésadir, Aés]a BcomE [és]a F,1 B [és] a C com D [és] a E.
Suposem que, ex equali, [Dv 17]
A és més gran, igual o més petita que C.
Aleshores D també és

. . A D
més gran, igual o més peti-
ta que F [, respectivament]. B E
[Demostracié.] a) Ates que € F
A és més gran que C Figura Ev21
i B [és] una altra [magnitud],
A té una raé més gran amb B que C' amb B. [Ev§]

Pero, atés que A [és] a B com F [és] a F,
resulta que, invertendo [B és a C com D és a EJ, tenim que C [és] a

B com E [és] a D. [EvV 7, porisma]
Aleshores, F també té una raé més gran amb F que la que F [t€]

amb D, [Ev 13]

i la [magnitud] amb la qual una mateixa [magnitud] té una rad més

gran és [la magnitud] més petita. [Ev 10]
En conseqiiencia, F' és més petita que D i, per tant, D és més gran

que F. 'Y

b) De manera semblant, podem establir que si A és igual a C, D és

igual a F'. [Ev 717, porisma, 9 i 11] ®

¢) I, a més, [podem establir] que si A és més petita que C,

aleshores D [també] és més petita que F. A

I aixo és el que voliem demostrar. ®

Ev 22. Si dues colleccions amb el mateiz nombre de magnituds arbi-
traries tenen, dues a dues, la mateiza rad, també la tenen ex sequa-
11.878

Considerem un cert nombre de magnituds arbitraries, A, B i C,

i [una] altra quantitat [de magnituds en el mateix nombre que l'an-
terior], D,E i F.

878. En simbols: si % = %, B %, aleshores % = %
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I suposem que, dues a dues, tenen la mateixa rad,
[és a dir,] que A [és] a B com D [és] a E,i B [és] a C com E [és] a F.
Afirmo que també tenen la mateixa ra6 via ex equall, [Dv 17]
[6s a dir, A és a C com D és a F|.87
[Demostracid.] Prenem els equimultiples G i H de Ai D,
els equimultiples arbitraris K i L de Bi F,
i els equimultiples arbitraris M i N de C'i F.
Atés que A ésa B com D [és] a E,
que hem pres els equimultiples G i H de Ai D
i els equimiltiples arbitraris K i L de B i F,

resulta que G és a K com H [és] a L. [Ev 4]
A B— C——

D— E— F—

G K M N N .
H. L N.

FiGura Ev 22

Per les mateixes [raons], K [és] a M com L [és] a N.
Per tant, com que G, K i M sén tres magnituds,
i H,L i N una quantitat [de magnituds| en el mateix nombre que les
d’abans,
[que, de dues en dues,] tenen la mateixa rad,
ex equali, si G és més gran, igual o més petita que M,
H també és més gran, igual o més petita que N. [Ev 20]
I G i H s6m equimnltiples respectius de A i D,
i M i N equimdultiples arbitraris respectius de C'i F'.
Aleshores, A és a C com D [és] a F. [Dv 5]

I aixo és el que voliem demostrar. 'Y

B € A B D€

gfglmphca%xqsf@xg.
: AxB _ Dx¢ :

I ho podem escriure en la forma F & = x5 due, per analogia amb els

segments i els rectangles, podem pensar que implica % = % Pero aquesta

interpretacié de la «raé composta» —forca aclaridora— no té cabuda als

)

879. Pensem-ho aixi, % = i

FElements.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 297

Ev 23. Si tenim dues colleccions de tres magnituds els termes de les
quals tenen, dos a dos, la mateixa rad, i pertorbem llur proporcio,
aleshores també tenen la mateiza rad ex sequali.33C
Siguin A, B i C' tres magnituds, i D, F i F tres més,
que, dues a dues, tenen la mateixa rao.
I considerem-ne la ra6 pertorbada,
ésadir, A [és] a Bcom E [és] a F,1 B [és] a C com D [és] a E.
Afirmo que A és a C com D [és] a F.
[Demostracid.] Considerem els equimultiples respectius G, H i K de
A, BiD,
i els equimultiples arbitraris respectius L, M i N de C, E'i F.

A B— c
D — E— F
G H- L
K. M. N

Ficura Ev 23

Com que G i H s6n equimultiples respectius de A i B,
i les parts tenen la mateixa raé que els multiples, [Ev 15]
resulta que A [és] a B com G [és] a H.

Per les mateixes [raons|, E [és] a F' com M [és] a N.

Com que A ésa B com E [és] a I,

G [és] a H com M [és] a N. [Ev11]
I, atées que B és a C com D [és] a E,
alternando, també B [és] a D com C' [és] a E. [Ev 16]

I, com que H i K sén equimiltiples respectius de B i D,
i les parts tenen la mateixa ra6 que les [magnituds] equimtltiples,

[Ev 15]
Bésa D com H [és] a K.
Pero B [és] a D com C [és] a E.
I, aleshores, H [és] a K com C [és] a E. [Ev 11]
Novament, com que L i M sén equimultiples respectius de C' i F,
CésaFE com L [és] a M. [Ev 15]

880. Si <, B, €> formen una proporcié pertorbada amb <9, &, §>,
és a dir, % = % i % = %, també es compleix que % = %



298 Historia de la matematica. Grécia Ila

Pero C [és] a E com H [és] a K.
I, aleshores, H [és] a K com L [és] a M. [Ev11]
Alternando, H [és] a L com K [és] a M. [Ev 16]
I també s’ha provat que G [és] a H com M [és] a N.
En conseqiiéncia, com que G, H i L sén tres magnituds
i K, M i N unes altres tres,
que, dues a dues, tenen la mateixa rad
i la seva proporcié és la proporcié pertorbada,
resulta que, ex equali, si G és més gran, igual o més petita que L,
K també és més gran, igual o més petita que N, [Ev21]
i G i K s6n equimultiples respectius de A i D, i L i N ho sén de
CiPF.
Aixi, A [és] a C com D [és] a F. [Dv 5]

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Ev 24. Si una primera [magnitud] té amb una segona la mateiza rad
que una tercera [té] amb una quarta, © una cinquena [magnitud] té
amb la segona la mateiza rad que una sisena [té] amb la quarta, ales-
hores les [magnituds] primera i cinquena, juntes, també tindran amb
la segona la mateiza rad que les [magnituds] tercera i sisena [, juntes,
tenen] amb la quarta.®8*
La primera magnitud, AB, té amb la segona, C', la mateixa radé que
la tercera, DH, té amb la quarta, F'.

I la cinquena, BG, amb la segona, C, la mateixa radé que la sisena,
FEH, amb la quarta, F'.

Afirmo que les [magnituds] pri- 4 B G
mera i cinquena [juntes], AG, te- ¢
nen amb la segona, C, la mateixa D E "
raé que les [magnituds] tercera i
sisena [juntes], DB, tenen amb la £ ——
quarta, F. Ficura Ev 24

[Demostracid.] Atés que BG [és] a C com EH [és] a F,
invertendo, C és a BG com F és a FH. [EV 7, porisma]

881. En sfmbols: si & = 5 i Aie _ &5

-3
= %, aleshores >

<& €
DB
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Per tant, tenim que AB és a C com DF és a F,

iC ésa BG com F ésa EH.
En conseqiiéncia, ex equali, AB és a BG com DFE ésa EH. [Ev 22]
I, ates que les magnituds sén proporcionals separando, també ho

sén componendo. [Ev 18]
En conseqiiéncia, AG és a GB com DH ésa HE. [Ev 22]
I aix0 és el que voliem demostrar. N

Ev 25. Si quatre magnituds son proporcionals, aleshores la més gran i
la més petita [juntes| sén més grans que les altres dues [juntes].58?
Siguin AB,CD, E i F quatre magnituds proporcionals,
[és a dir,) AB [és] a CD com E [és] a F.

I suposem que AB és la [magnitud] més gran i F' la més petita.

Afirmo que AB i F [juntes] sén una magnitud més gran que CD i

E [juntes].
[Demostracid.] Siguin AG 1 CH iguals A ¢ B
a E i F, respectivament. E
Com que AB és a CD com E [és] c H D
a F,

F

i E [és]iguala AGiF aCH,
resulta que AB és a C'D com AG [és]
a CH.®®

I, com que la [magnitud] completa AB és a la [magnitud] comple-
ta CD com la [part] sostreta AG [és] a la [part] sostreta CH,
el residu GB és al residu HD com tot AB [és] a tot C'D. [Ev19]

Ficura Ev 25

882.5i 2,B,¢ i ® sén proporcionals, i 2 és la més gran i © la més
petita, aleshores A + © > B + €. D’aix0, podem deduir-ne que, neces-
sariament, A > B > € > D? (Vegeu el problema BB, pagina B8.) Hi ha,
tanmateix, un cas particular, que Euclides no té en compte. Correspon
al cas 8 = €. En aquest cas, «la mitjana aritmetica de dues magnituds
és més gran que la geometrican. Aquest resultat es demostra en el cas
particular de segments rectilinis a Evi27. I fa falta com a «diorisma»
per a les equacions de segon grau. Observem que, fins i tot acceptant,
com hem fet fins ara, que les magnituds estan regides per una mena
d’«aritmetica» —suma, resta, divisié en parts iguals, etc.—, és dificil
justificar I’«existéncia» de la mitjana proporcional.

883. Pel principi de substitucié.
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Pero [suposem que] AB [és] més gran que CD.
D’aix0 en resulta que GB també [és] més gran que HD
i, com que AG ésiguala £ i1 CH a F,
AG i F [juntes] son iguals a CH i E [juntes]. [Nc 2]
I, ates que les totalitats son diferents si magnituds iguals s’afegeixen
a magnituds diferents, [Nc4']
ique AG i F s’afegeix a GB,iCHi Ea HD
—on GB i HD sén diferents i GB [és] més gran [que HD]—,
AB i F [juntes] sén més grans que CD i E [juntes].

I aix0 és el que voliem demostrar. o

A.2.2 Llibre sisé: Evi

Comentaris. Aquest llibre —amb quatre definicions i trenta-
tres proposicions— és un llibre absolutament geometric. S’hi
apliquen tots els resultats —definicions i proposicions— dels
llibres precedents, i en particular, els de la teoria de la proporcio
eudoxiana del llibre v, als objectes geometrics.

Recull, entre altres resultats, els segiients: la generalitzacio
del teorema basic del tangram euclidia [E136 i 38] —amb arrels
en l'escola pitagorica [Evi1]—; el teorema de Tales aplicat als
triangles i als poligons, tant per a longituds [Ev1i2] com per a
superficies [Evi 19 i 20]; la determinacié de la tercera, la quarta
i la mitjana proporcional [Evill, 12 i 13]; i —novament— la
construcci6 del segment auri [Evi 30]. També s’hi estableix la ge-
neralitzacié del teorema de Pitagores que s’obté quan en lloc
d’usar quadrats sobre els costats del triangle rectangle, s’hi
construeixen poligons semblants entre si [Evi31]; la transitivi-
tat de la semblanca de figures rectilinies [Evi21]; i una definicié
alternativa de la proporcionalitat de quatre segments A, B, C
i D («’equivaléencia dels rectangles de costats Ai D, i Bi C»
[Evi15]).

A més, s’hi determina que en un segment rectilini donat,
sempre s’hi pot construir una figura semblant a una figura recti-
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linia donada per endavant [EvI18]; i que els parallelograms
travessats per la diagonal d’un parallelogram sén semblants en-
tre si i al total [Evi24].

I també s’hi estudia ’aplicacié d’arees amb tota la seva ge-
neralitat [EvI28 i 29]. De fet, s’hi construeixen les arrels del que
algebricament seria una equacié quadratica o de segon grau. Per
tant, s’hi afirma la possibilitat de resoldre, amb regle i compas,

un problema que té els origens en la matematica mesopotami-
884
ca.

Un altre fenomen que hi és present és la possibilitat de cons-
truir una figura semblant a una segona i equivalent a una ter-
cera [Evi25].

Finalment, tanca el llibre la proposicié que estableix la pro-
porcionalitat entre els angles centrals i inscrits i els arcs que
subtendeixen en els cercles del mateix radi [Evi33].

A.2.2a Les definicions d’Ev1 ("Ogot)

Dvi1l. Les figures rectilinies semblants son aquelles que tenen els an-

gles respectius iguals, i els costats corresponents als angles iguals,

proporcionals.®®3

Dvi12. Les figures inversament proporcionals son aquelles en les quals

els costats que subtendeixen angles iguals sén inversament proporci-

onals.886

884. Vegeu PLA (20168), §2.7.5, 2.7.6 1 2.7.8, p. 194, 204 i 212.

885. Aquesta definicié es troba a [ARISTOTIL (1987), 11 17, 99a 13, edi-
ci6 castellana, p. 433. Hi usa t0 dpotov, «homonimy, per a dir «sem-
blant», entenent que té els «costats proporcionals i els angles iguals».

886. La definici6 del text grec, que parla de «raons d’antecedents i con-
segiientsy», és confusa. En concret diu: ‘Avunenoviota, 8¢ oyfuatd oy,
Sty Ev Exatep TV oy NUdtey fyoluevol t€ xal Eénopevol Adyol waouv. Ve-
geu HEATH (1925), edici6é del 1956, volum 11, p. 182; [PUERTAS (1994),
p. 55, nota 39.

p.- B3
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Dvi13. Un segment rectilini es divideix en mitjana ¢ extrema raé quan

el segment sencer és a la part gran com la part gran és a la petita.337

Dvi4. L’altura —Upoc— d’una figura és el segment perpendicular

que va del vertex [de la figura] a la base.%8

A.2.2b Les proposicions d’EvI

[La teoria general de la proporcid aplicada a la geometria plana)

Evil. Els triangles i els parallelograms que tenen la mateixa altura
s6n entre si com llurs bases.®?
Siguin A ABC' i A ACD dos triangles, i —~ EC i ~—~ CF dos paral-
lelograms, amb la mateixa altura AM.

Afirmo que: a) la base BC és a la base C'D com el triangle A ABC
[és] al triangle A ACD, i b) la base BC' és a la base C'D com el paral-

lelogram ~— EC' és al parallelogram — CF.

Ficura Evil

[Demostracid.] a) Suposem que hem prolongat BD en totes dues
direccions fins als punts H i L. [P 2]

887. Es curits que aquesta definicié aparegui tan enrere, al llibre VI,
quan a E1111 s’havia establert I’existencia del punt que divideix el segment
en mitjana i extrema rad.

888. Es una definicié de legitimitat dubtosa. Aristotil usa la paraula
xadétoc, «perpendiculary; literalment, «que cau». A més, [’altura d’una
figura és ambigua perqué una figura té diverses altures.

889. Aqui, un cop definida l’altura, encara que la definicié sigui il-
legitima, ja es pot usar. Val la pena comparar aquest enunciat amb els
d’E135, 36, 37 i 38, en que s’usa: «La figura —triangle o parallelogram—
esta entre segments parallels.»
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Considerem [un cert nombre de segments] BG i GH iguals a la

base BC, [E12]
i [un cert nombre de segments] DK i KL iguals a la base C'D.8%

[E12]

I unim AG,AH,AK i AL. [P 1]

Com que CB, BG i GH sbn iguals entre si,

i els triangles A AHG, AAGB i A ABC també ho sén,  [E138]%9!
resulta que la base HC admet la base BC' [com a part)

tantes vegades com el triangle A AHC admet el triangle A ABC
[com a part].

Per les mateixes raons, la base C'D és [part] de la base LC' tantes
vegades com el triangle A AC'D és [part del| triangle A ALC.

I, si la base HC és igual, més gran o més petita que la base C'L,
aleshores el triangle A AHC també és igual, més gran o més petit
que el triangle A ACL. [E138]

Aixi, tenim quatre magnituds, dues bases, BC' i C'D, i dos triangles,
ANABC i ANACD.8%2

Hem pres un nombre arbitrari de multiples de la base BC i del
triangle A ABC,

[és a dir,] la base HC' i el triangle A AHC,

iuna altra quantitat arbitraria de multiples de la base C'D i el triangle
AN ADC,

[és a dir,] la base LC' i el triangle A ALC.

I hem vist que si la base HC és més gran, igual o més petita que
la base C'L,
aleshores el triangle A AHC també és més gran, igual o més petit
que el triangle A ALC.

En definitiva, la base BC' és a la base C'D com el triangle A ABC
[és] al triangle A AC'D. [Dv 5] [ )

b) Com que el parallelogram — EC és el doble del triangle A ABC
i el parallelogram — F'C és el doble del triangle A ACD,  [E149]

890. Malgrat el que pugui suggerir la figura, el nombre de segments
considerats en un i altre cas és arbitrari i, per tant, no és necessariament
el mateix.

891. Vegeu la nota 890.

892. Fixem-nos que sén de la mateixa classe, per parelles.
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i les parts tenen la mateixa ra6 que els miltiples semblants, [Ev 15]
el triangle A ABC és al triangle A AC'D com el parallelogram — EC
[és] al [parallelogram] ~—~ F'C. [ ]

De fet, com que hem provat que la base BC' [és] a [la base] CD
com el triangle A ABC' [és] al triangle A ACD,
i com que el triangle A ABC' [és] al triangle A ACD com el paral-
lelogram ~— EC' [és] al parallelogram — CF,
resulta que la base BC' també [és] a la base C'D com el parallelogram
~ EC [és] al [parallelogram]| — FC. [Ev11]

I aix0 és el que voliem demostrar.8?3 S

Evi2. [Teorema de Tales.] a) Si tirem un segment parallel a un dels
costats d’un triangle, tallard els [altres dos| costats proporcionalment.
b) I, si tallem [dos dels| costats d’un triangle proporcionalment, ales-
hores el segment que uneix els punts de tall és parallel a ’altre costat.
a) Suposem que hem tirat el segment DFE parallel a un dels costats,
BC, del triangle A ABC.
Afirmo que BD és a DA com CFE és a FA.
[Demostracid.] Unim BE i CD. [P 1]
Aleshores, el triangle A BDE és equi-
valent al [triangle] ACDE
perqueé tenen una base comuna, DFE,
i estan collocats entre els mateixos paral-
lels. [E138]
D’altra banda, tenim el triangle A ADE
amb la seva area.

Ara bé, els triangles iguals tenen la ma-

FIGURA Evi2

teixa raé amb un mateix [triangle]. [Ev 7]
Es a dir, el triangle A BDE és al [triangle] A ADE
com el triangle A CDE [és] al triangle A ADE.
Pero, d’altra banda, el triangle A BDE [és] al triangle A ADE

893. Aquest teorema ens va permetre intuir el raonament seguit per
Eudox per a establir la definicié general de «proporcié». Vegeu PLA
(20164), p. 315-318.

894. No cal que els triangles i els parallelograms tinguin un segment
comd.
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com [el segment] BD és a [el segment] DA,
atés que tenen la mateixa altura —el segment perpendicular de [el
punt] E al [costat] AB.
En conseqiiéncia, tots dos triangles sén com les seves bases. [EvI 1]
I, per les mateixes [raons], el triangle ACDE [és] al [triangle]
AN ADE
com [el segment] C'E [és] a [el segment] EA. [Evi1]
D’aix0 en resulta que BD [és] a DA com CFE [és] a EA. [Ev1l] &
b) Suposem que hem tallat els costats AB i AC del triangle A ABC
proporcionalment,
[és a dir, de manera que] BD [és] a DA com CFE [és] a FA.
Unim DE. [P1]
Afirmo que [els segments|] DE i BC sén parallels.
[Demostracid.] Per construccié, BD és a DA com CFE [és] a EA,
perd BD [és] a DA com el triangle A BDE [és] al [triangle] A ADE.
I, atés que CE [és] a EA com el triangle A CDE [és] al [triangle]

AADE, [Evil]
el triangle A BDE [és] al [triangle] A ADE com el triangle ACDE
[és] al [triangle] A ADE. [Ev11]

Aixi doncs, els dos triangles A BDE i A CDE tenen la mateixa
rad amb [el triangle] A ADE.
En conseqiiéncia, els triangles A BDE i A CDE sén equivalents
[Ev9]
i tenen la mateixa base DE.
I triangles equivalents, amb la mateixa base, estan situats entre els

mateixos (segments) parallels. [E139]
En definitiva, DE i BC' sén parallels. o
I aixo és el que voliem demostrar. o

Evi3. [Teorema de la bisectriu.| Si dimidiem un angle®®® d’un tri-
angle i la bisectriu talla la base, aleshores els segments de la base son
proporcionals als altres costats del triangle. I, si els segments de la ba-
se som proporcionals als altres costats del triangle, aleshores el seg-

895. Per Euclides, I’angle és intern. Que passaria si ’angle fos un angle
extern del triangle? Vegeu el problema ER (pagina B7).



306 Historia de la matematica. Grécia Ila

ment que uneiz el vértex amb el punt de tall és una bisectriu [de l’angle].
Sigui A ABC' un triangle. E
a) Suposem que el segment AD -~
dimidia I’angle BAC. - J
Afirmo que BD és a CD com K
BA [és] a AC. !
[Demostracid.] Pel [punt] C tirem /
[el segment] C'E parallel a DA. /

B C
[E131] D
La prolongaci6 de BA talla FIGURA EvI3
[CE)] [pel punt] E. [P2 i 589]
Ates que el > el segment AC talla dos (segments) parallels AD i EC,
els angles ACE i CAD sén 1guals [E129]
Pero els angles CAD i BAD sén iguals. [, per construccid]
Per tant, els angles BAD i ACE també ho sén. [Nc1]

Novament, el segment BAE talla els (segments) parallels AD i
EC.
Per tant, Pangle extern, @ i I'intern, A/E\C’ sén iguals. [E129]
I [hem vist] que [els angles] AC’E i BAD també ho sén.  [E129]
En conseqiiéncia, els angles ACE i AEC també sén iguals. [Nc1]
D’aix0 en resulta que els costats AE 1 AC s6n iguals. [E16]
A més, com que hem tirat el segment AD parallel a un dels costats,
[el costat] EC del triangle A BCE,
tenim que BD és a DC com BA [és] a AE. [Evi2]
Perd AE [és] igual a AC.
En definitiva, dones, BD [és] a DC com BA [és] a AC.3%7 &
b) Ara, [suposem que] BD és a DC com BA [és] a AC.
Unim AD. [P 1]
Afirmo que el segment AD és la bisectriu de angle BAC.

[Demostracié.] Amb la mateixa construcci6,%®

896. Aquesta afirmaci6 pot ser establerta amb tota correccié usant P 5.
Vegeu el problema B9 (pagina B7).

897. Acceptem la validesa del principi de substituci6 en les proporci-
ons: «Si substituim un terme d’una proporcié per un altre d’igual obtenim
també una proporcié» [NcliEv7i 11].

898. Tirem el segment C'E parallel a AD, que talla la prolongacié del
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atés que BD és a DC com BA [és] a AC,
tenim que BD [és] a DC com BA és a AE, ja que AD és parallel al

[costat] EC del triangle A BCE. [Evi2]
Aleshores, també BA [és] a AC com BA [és] a AE. [Ev 11]
En conseqiiéncia, AC [és] igual a AE. [Ev9]
Per tant, els angles AEC i A/C’\E son 1guals [E15]
Ara bé, [els angles 1nterns] AEC i ACE [sén] iguals

als [angles] externs BAD i CAD D, respectivament. [E129]
Aleshores, els angles BAD i CAD també ho sén. [Nc1]
En definitiva, el segment AD dimidia ’angle BAC. ®

I aixo és el que voliem demostrar. o

Evi4. [Criteri AAA de semblanca de triangles.] En triangles equi-

angles, els costats que subtendeizen angles iguals [, és a dir, els costats

corresponents,| sén proporcionals.

Siguin A ABC i A DCE dos triangles equiangles,

amb els angles ABC i BAC iguals als [angles] DCE i @, respec-

tivament.399

[Demostracid.] Colloquem BC' a la prolongacié de [el segment] CE.
Ates que els angles ABCiACB

s6n més petits que dos angles rectes, [E117]

i que [els angles] ACB i

DEC [sén] iguals,

resulta que [els angles] ABC

i DEC [junts] sén més petits

que dos angles rectes.

Per tant, si prolonguem p
[els segments] BA i ED, es
tallen. [P21i5] FIGURA Evi4

Sigui, doncs, F' el punt d’interseccié [de les prolongacions].

Com que els angles DCE i ABC sén iguals,
[els segments] BF i C'D s6n parallels. [E128]

costat BA per un punt E.

899. Es clar que només cal imposar que dos dels seus angles siguin
iguals, ja que, en virtut d’E132, la suma dels angles d’un triangle és
invariant i val dos angles rectes.
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Novament, com que [els angles] ACB i DEC sén iguals,
[els segments] AC i FE sén parallels. [E128]
D’aix0 en resulta que —~ FACD és un parallelogram.
En conseqiiéncia, [els costats| FA1 DC,i AC i FD sén iguals. [E134]
I, com que hem tirat AC parallel al [costat] F'E del triangle A FBE,
resulta que BA és a AF com BC' [és] a CE, [Evi2]
ique AF i CD sén iguals.
Per tant, BA [és] a CD com BC [és] a CE,*% [NeliE7i11]

i, alternando, AB [és] a BC com DC [és] a CE. [Ev 16]
De bell nou, ateés que [els segments] CD i BF sén parallels,
BC [és] a CFE com FD [és] a DE, [Evi2]
i FD [és] igual a AC.
Per tant, BC és a CE com AC [és] a DE, [NcliET71i11]
i, alternando, BC [és] a CA com CFE [és] a ED. [Ev 16]

En conseqiiéncia, com que hem vist que AB [és] a BC' com DC
[és] a CE, 1 BC [és] a CA com CFE [és] a ED,
ex equali, BA [és] a AC com CD [és] a DE. [Ev 22]

I aix0 és el que voliem demostrar. [

Ev15. [Criteri cCC de semblanga de triangles.] Si dos triangles
tenen els costats proporcionals, sén equiangles i els angles que sub-
tendeixen els costats corresponents son iguals.

Siguin A ABC' i A DEF dos triangles amb els costats proporcionals,
[és a dir,] AB [és] a BC

com DFE [és| a EF, /

BC [és] a CA com EF D

[és] a F'D i, finalment,

BA [és] a AC com ED A‘

[és] a DF. EET

Afirmo que els trian- C
gles ANABC i ADEF

tenen els angles iguals, b
FI1GurA Evib
[de manera que] els an-

gles que subtendeixen els costats corresponents son iguals.

900. Principi de substitucié. Vegeu la nota (pagina BOA).



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 309

[Es a dir, I’angle] ABC és igual a ﬁE\F,@ ho és a EFD i, fi-
nalment, BAC ho és a EDF.

[Demostracid.] Construim els angles FEG i EFG iguals als angles
@ i m, respectivament.

I ho fem damunt el segment EF amb els vértexs als punts [respec-
tius] £ i F. [E123]

Aleshores, [els angles amb el vertex] a A i G sén iguals. [E123]

Per tant, els triangles A ABC i A GEF so6n equiangles.

En conseqiiéncia, els triangles A ABC i A GEF tenen els costats
que subtendeixen angles iguals proporcionals, i els costats que els
subtendeixen es corresponen. [Evi4]

D’aix0 en resulta que AB és a BC [com] GFE [és] a EF.

Perd hem suposat que AB [és] a BC com DEFE [és] a EF.

En conseqiiéncia, DE [és] a EF com GE [és] a EF. [Ev 11]

I, per tant, DE i GE tenen una mateixa ra6 amb EF.

D’aix0 en resulta que DE és igual a GE. [Ev9]

Per les mateixes raons, DF és igual a GF'.

A més, com que DF és igual a EG i EF [és] com,
resulta que els dos [costats] DE i EF son iguals als dos [costats] GE
i EF, respectivament, i que les bases DF i FG [sén] iguals.

En conseqiiéncia, els angles DEF i GEF sén iguals, [Ex8]
i els triangles A DEF i AGEF,

i els altres costats que subtendeixen angles iguals també ho sén.[E14]

Aleshores, [els angles de cadascuna de les parelles de] els angles
DFE i @, i EDF i EGF sén iguals [entre si].

I, com que [els angles] FED i G/E\F, i GEF i ABC sén iguals,
respectivament,
resulta que els angles ABC i DEF també ho sén. [Nc1]

Per les mateixes raons, [els angles] ACB i DFE sén iguals
i, de retruc, [els angles] [amb el vértex a] A i D també ho sén.

En definitiva, els triangles A ABC' i A DEF sén equiangles.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'y

Evi6. [Criteri CAC de semblancga de triangles.| Si dos triangles
tenen un angle igual i els costats [corresponents que el formen/ propor-
cionals, aleshores els triangles son equiangles i els angles que subten-
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deixen els costats corresponents son iguals.
Siguin A ABC i A DEF dos triangles amb un angle, W7 igual a
un angle, E/D\F,
i els costats [corresponents] dels angles iguals proporcionals,
[és a dir,) BA [és] a AC com ED [és] a DF.

Afirmo que els els trlangles A ABC’ 1 A DEF sén equiangles,
i els angles ABC i DEF i ACBi DFE iguals, respectivament.
[Demostracid.] Constru- A
im [els angles] FDG i
DFG iguals a un dels an-
gles iguals, BAC i E/’l-)77,
i a l'angle ACB amb un

costat damunt el segment

DF i [vertexs] als punts 5 c
D i F [, respectivament)]. FIGURA EVI6
[E123]
D’aix0 en resulta que els angles [amb els vertexs] a [els punts] B i
G s6n iguals. [E132]
Per tant, els triangles A ABC i A DGF s6n equiangles.
Aleshores, BA [és] a AC com GD [és| a DF. [Evi4]
Pero hem suposat que BA [és] a AC com ED [és] a DF.
En conseqiiéncia, ED [és] a DF com GD [és] a DF. [Ev11]
Aleshores, ED i DG [s6n] iguals [Ev9]

i DF [és] comd.

Aixi doncs, els [costats] ED i DF sén iguals als [costats] GD i DF
[, respectlvament]

i els angles EDF i GDF també [ho sén].

Per tant, les bases EF' i GF, els triangles A DEF i AGDF, i els
altres angles, els que subtendeixen costats iguals, també son iguals,
respectivament. [EI 4]

En definitiva, [els angles de cada parella] DF DFG i ﬁ i DGF i
D/ET? son iguals, respectlvament

Pero [els angles] DF G i AC’B sén iguals.

Per tant, [els angles] ACB i DFE també ho sén. [Nc1]

A més, hem suposat la igualtat de [els angles] BAC i EDF.
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D’aix0 se’n dedueix que laltre [angle amb el vértex] a B és igual a

laltre [angle amb el vertex] a E. [E132]
En definitiva, els triangles A ABC i A DEF s6n equiangles.
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Evi7. [Criteri ACC de semblanca de triangles.] Si dos trian-
gles tenen un angle igual, els costats que formen un altre angle son
proporcionals, i st a) els altres dos angles sén aguts, o b) un és recte
901 4 Ialtre agut], aleshores els triangles sén equiangles.
Siguin A ABC i A DEF dos triangles amb un angle, W, igual a
un angle, EDF ,

i els costats dels altres angles, ABC i EE\F7 proporcionals [, respec-

0 obtis

tivament],
[és a dir,) AB [és] a BC com DE [és] a EF.
a) Els dos [angles amb vertexs| a C' i F sén aguts.
Afirmo que els triangles A ABC' i A DEF sén equiangles,
els angles ABC i DEF iguals, A
i laltre [angle amb el vertex] a A D
C manifestament igual a l’altre
[angle amb el vertex] a F.

[Demostracid.] Suposem que els B F
angles ABC i DEF sén dife-
rents,?02 B G

aleshores un és més gran que

I’altre. C
Suposem també que (I'angle)

ABC és el més gran [de tots dos]

i que hem construit (Pangle) ABG igual a (angle) DEF damunt el

segment AB amb el vertex a B. [E 23]
Aleshores, com que els angles [amb el vertex] a A i D sén iguals,

i [els angles] ABG i DEF també,

els altres [angles] AGB i DFE també ho sén. [E132]

FIGURA EViTa

901. Euclides diu: «tots dos angles sén més petits que dos angles rec-
tes» i «un, almenys, no és més petit que un angle recte».
902. Hipotesi de I’absurd.
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D’aix0 en resulta que els triangles A ABG i A DEF s6n equiangles.

Per tant, AB és a BG com DE [és] a EF, [Evi4]
i, per hipotesi, DE [és] a EF com AB és a BC.

En definitiva, AB té la mateixa raé amb BC que amb BG. [Ev 11]

Per tant, BC [és] igual a BG. [Ev9]

En conseqiiéncia, angle [amb el vertex] a C' i angle BGC sén
iguals, [E15]
i Pangle [amb el vertex] al punt C' és agut.

En definitiva, doncs, (Pangle) BGC també ho és.

Per tant, el seu angle adjacent, @7 és obtus. [E113]

Perd hem vist que ['angle @] i [Pangle amb el vertex| a F' s6n
iguals.

Aixi doncs, [’angle amb el vertex] a F' ha de ser obtis.

Pero hem suposat que és agut. I aixo és absurd.

En definitiva, els angles ABC i DEF no sén diferents;
per tant, sén iguals.

Pero [els angles amb el vértex] a A i D també ho sén,

i els angles [restants amb els vertexs] a C i F també. @03
Per tant, els triangles A ABC i A DEF s6n equiangles. [E132]
b) De bell nou, [recordem A
ue] hem suposat que [ca-
que] posat que | / D

dascun de] els angles [amb
el vértex] a C' o F és recte

o obtus.
Afirmo que, també en G E F
aquest cas, els triangles C
A ABC i A DEF sén equi- B
angles. Ficura Evi7b

[Demostracid.] Aleshores, amb la mateixa construccid,
veiem que els costats BC' i BG s6n iguals.

903. Es curiosa, aquesta demostracié. Euclides podria haver recorregut
al fet que els triangles A ABG i A DEF sén equiangles i que, per tant,

. Iied .e. AB _ BG _ GA
tenen els costatsAgropoggonals. D’aixd se’'n dedueix: 57 = % = 75>
i, per hipotesi, 55 = F7. Aleshores, invertendo i usant que BC i BG

tenen la mateixa raé amb EF'| resulta que BC i BG sén iguals.
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Ara també, doncs, els angles [amb el vértex] a C' i BGC sén iguals,
[E15]

i [Pangle amb el vertex] a C' [és] recte o obtus.

Aixi doncs, BGC no [és] agut.

Aleshores, [la suma de] dos dels angles del triangle A BGC no és
inferior a dos angles rectes, cosa que és impossible. [E117] o

De tot aix0 en resulta que els angles ABC i DEF no poden ser
diferents, o sigui, que sén iguals.

I [els angles amb els vertexs] a A i D també ho sén.

I els altres [angles amb veértexs] a C' i F' també ho sén. [E132]
En definitiva, els triangles A ABC' i A DEF sén equiangles.
I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

Evi8. [Primer teorema de l’altura d’un triangle rectangle.]

Si des [del vertex] de Uangle recte d’un triangle rectangle tirem la

perpendicular a la base, aleshores els dos triangles que determina

la perpendicular sén semblants entre si i també amb el [triangle rec-
tangle] inicial.

Sigui A ABC un triangle rectangle amb ’angle recte BAC.
Considerem la perpendicular AD de A a BC. [E112]
Afirmo que

a) els triangles A ABD i A ADC sén semblants entre si,

i ) cadascun també ho és amb el triangle inicial A ABC.

[Demostracid.] b) Com que [els A

angles] BAC i ADB sén iguals
—ja que sén rectes— [P 4]
i langle [amb el vertex] a B
[és] comt als triangles A ABC
i NABD, B > C
resulta que els altres [angles], FIGURA EVI8
ACB i @, sén iguals. [E132]
Aleshores, els triangles A ABC i A ABD sén equiangles.
Per tant, [el costat] BC, que subtendeix I’angle recte del triangle
A ABC, és a [el costat] BA, que subtendeix 1’angle recte del trian-
gle AABD,
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com el mateix [costat] AB, que subtendeix l'angle [amb el vertex] a
C del triangle A ABC, [és] a [el costat] BD, que subtendeix (I’angle)
igual BAD del triangle A ABD,

i, amés, com AC és a AD, que sén els dos [costats] que subtendeixen
Pangle [amb el vertex] a B; [Evi4]
aleshores, els triangles A ABC' i A ABD sén equiangles

i tenen els costats dels angles iguals proporcionals.

Aix{ doncs, els triangles A ABC i A ABD [sén] semblants. [Dvr1]

Igual que els triangles A ABC' i A ADC, també.

D’aixo en resulta que [els dos triangles] A ABD i A ADC' s6n sem-
blants al [triangle] inicial A ABC. a
a) Ara afirmo que els triangles A ABD i A ADC també sén sem-
blants entre si.

[Demostracid.] En efecte, com que els angles rectes BDA i ADC sén
iguals, [P 4]
i hem vist que (’angle) BAD i [Pangle amb el vertex] a C sén iguals,
resulta que els altres angles, ['angle amb el vertex] a B i (l'angle)
DAC, també ho sén. [E132]

Aixi doncs, els triangles A ABD i A ADC sén equiangles.

Per tant, BD, que subtendeix (I’angle) BAD del triangle A ABD,
és a DA, que subtendeix ['angle amb el vértex] a C del triangle
A ADC i [que és] igual a (I'angle) BAD,
com el mateix AD, que subtendeix angle [amb el vértex] a B del tri-
angle A ABD, és a DC, que subtendeix (I’angle) DAC del triangle
AN ADC i [que és] igual [a 'angle amb el vertex] a B,

i també com BA és a AC, [ja que cadascun] subtendeix ’angle recte

[respectiu]. [Evi4]

De tot aixo en resulta que els triangles A ABD i A ADC' sén sem-
blants. ) [Dv11]
I aixo és el que voliem demostrar. o

Evi18, porisma. [Segon teorema de ’altura d’un triangle rec-
tangle.] D’aix0 se’n deriva facilment que la perpendicular [que cau
del vértez] de l'angle recte a la base, Ualtura del triangle rectangle
sobre la hipotenusa, és [el segment] mitjana proporcional de les dues
parts en les quals divideizr la base.
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I aix0 és el que voliem demostrar.904 'Y

Ev19. Volem delimitar una part concreta d’un segment donat per en-
davant.
Sigui AB un segment.

Volem determinar-ne una part.

Suposem que hem prescrit la sostraccié d’una tercera part.

[Construccid.] Tirem un segment AC, amb un extrem a [el punt] A,

P1)
que determini un angle arbitrari amb el segment AB.
I considerem un punt D arbitrari de [el segment] AC.
Ara tirem [els segments] DE i EC iguals a [el segment]AD.
[E12i3] &
[Demostracidé.] Unim BC. [P 1]
Pel punt D tirem un seg- q(
ment DF parallel a BC. [E131] E R
Aleshores, atés que F'D s’ha * "
tragat parallelament al [cos- Q "
tat] BC' [, que és un dels cos- " N
tats] del triangle A ABC, A= ~B

resulta que, per la proporcio-
nalitat [dels costats], CD és a
DA com BF [és] a FA. [Evi2]
I [el segment] C'D [és] el doble de [el segment] DA.
En conseqiiéncia, [el segment] BF també [és] el doble de [el seg-
ment] F'A
i, de retruc, [el segment] BA [és] el triple de [el segment] AF.

Ficura Evi9

En definitiva, hem determinat la tercera part, AF, del segment
AB.

I aixo0 és el que voliem demostrar.??® A

904. Heus aci ’existéncia del costat d’'un quadrat que quadra un rec-
tangle donat per endavant, amb 1'is de la teoria de la proporcié d’Eudox.
Vegeu EI114.

905. Un porisma. Es possible dividir un segment donat en n parts
iguals.
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Evi10. En un segment donat sense cap tall, hi determinem parts sem-
blants a les d’un segment dividit en parts.

[Construccid.] Siguin AB un segment sense parts

i AC un [segment] dividit pels punts D i E,

collocats de manera que formin un angle arbitrari [@]

Unim CB. [P 1]
Pels punts D i E, tirem els segments DF i EG parallels a [el seg-
ment| BC. [E131] &

[Demostracid.] A més, pel punt

D, [tirem el segment] DHK

parallel a [el segment] AB.
[E131]

Aleshores, [les figures obtin-
gudes| —~FH i ~—~HB sbn
[dos] parallelograms.

D’aix0d en resulta que [els
segments] DH i FG, i [els seg-
ments] HK i GB sén iguals
[, respectivament]. [E134]

Aleshores, atés que hem dibuixat el segment H F parallel a un dels
costats —[el costat] KC— del triangle A DKC,

[per Tales,|? CE és a ED com KH [és] a HD. [Evi2]

Pero [els segments] K H i HD sén iguals a [els segments|] BG i GF,

FiGura Evi10

respectivament.
En conseqiiéncia, CFE és a ED com BG [és] a GF. [Nc1iEvTi1l]
Novament, com que hem dibuixat [el segment] F'D parallel a un
dels costats del triangle A AGE, el EG,
[per Tales,]?°” ED és a DA com GF [és] a FA. [Evi2]
Perod també hem vist que CE [és] a ED com BG [és] a GF.
En definitiva, CFE és a ED com BG [és] a GF,
i ED [és] a DA com GF [és] a FA.

906. Es a dir, pel teorema de Tales [Evi2]. El text grec diu: «per
proporcionalitaty —avdioyov.
907. Vegeu la nota 906.
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Aixi doncs, hem dividit el segment AB en parts proporcionals a les
[parts donades| del segment AC.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

Evi1l. [Existéncia de la tercera proporcional.] Volem determi-
nar un [segment] tercera proporcional de dos [segments| donats per en-
davant.

Siguin BA i AC [dos segments] donats.

Els colloquem de manera que formin un angle arbitrari.

Volem determinar la tercera proporcional dels [segments] BA i AC.
[Construccid.] Prolonguem [els segments BA i AC] fins als punts D i
E, respectivament, [P 2]
i agafem [el segment] BD igual a AC.  [E13]

Unim BC. [P1]

Seguidament, pel punt D, tirem [un segment]
DE parallel [al segment BC].  [E131] &
[Demostracid.] Ateés que, d’acord amb el que
hem construit,

[el segment] BC' és parallel a un dels costats,
el [segment] DE, del triangle A ADE,

resulta que [, per Tales,]?® AB és a BD com
AC [és] a CE, [Evi2] FicUrA Evi1l
i [el segment] BD [és] igual a la part [AC].

En definitiva, hem construit la tercera proporcional entre [els dos
segments] AB i AC. [Nc1iEv7ill]
I aix0 és el que voliem demostrar. ®
Evi12. [Existéncia de la quarta proporcional.] Volem determi-
nar la quarta proporcional de tres segments donats per endavant.
Siguin A, B i C tres segments donats.

Volem determinar [el segment que és] la quarta proporcional d’a-
quests segments.

[Construccid.] Considerem dues semirectes?® DE i DF que formin
un angle arbitrari EDF.

908. Vegeu la nota B8 (pagina BID).
909. Si agafem semirectes, la demostracié —la figura ideal— val en ge-
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Tirem [els segments] DG, GE i DH iguals a [els segments] A, B i
C [, respectivament]. [E13]

Unim GH. P1] 4

Pel punt F, fem-hi [el seg- B+——
ment| parallel EF. [E131] & C+—m——

[Demostracié.]  Aleshores, E

com que GH és parallel C; ///

al costat EF del triangle e K

ADEF, Y

resulta que DG és a GE com D e

DH [és] a HF. [Evi2] FI1GURA Evi12
I, amés, DG,GE i DH sé6n iguals a A, B'i C |, respectivament].
Per tant, A ésa B com C és a HF. [Nc1iEv7ill]

Aix{ doncs, hem determinat [el segment] HF', que és la quarta pro-
porcional de [els segments] A, B i C.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®
Ev113. [Existéncia de la mitjana proporcional.] Volem deter-

minar un segment que sigui la mitjana proporcional de dos segments
donats per endavant.®10

Siguin AB i BC' dos segments.
Volem trobar el segment que és la mitjana proporcional d’aquests

segments.
_.-_D [Construccid.] Colloquem [els seg-
e } PR NN ments AB i BC] 'un al costat de I'al-
/ SO tre [E113 i 14]
J \\\\\ Tirem el semicercle ™ ADC de dia-
e | N metre AC. [D110i P 3]
A B c

I, pel punt B, el segment BD per-

FIGURA EVI13 pendicular al [segment] AC. [E1ll] &

[Demostracié.] Unim AD i DC. [P1]
Com que (I'angle) ADC és [un angle] en un semicercle, és un angle
recte, [Em1 31]

neral. Pero no cal. Podem recérrer a la condicié que imposen les proposi-
cions E113 i E114.
910. Vegeu Evi18, porisma.
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i, al triangle rectangle A ADC, el [segment] DB és perpendicular a
la base AC

resulta que DB és la mitjana proporcional de les parts AB i BC de
la base. [Ev18, porisma]

I aixo és el que voliem demostrar. ®

N1 ols costats

Evi14. a) En parallelograms equiangles i equivalents,
dels angles iguals son inversament proporcionals. b) Els parallelo-
grams equiangles que tenen els costats dels angles iguals inversament
proporcionals sén equivalents.

a) Siguin ~—~AB i - £ c
= BC' [dos] paral-

lelograms equivalents

i equiangles que te- B G
nen iguals els angles
[al vertex] B.
Colloquem  [els
costats] DB i BE

en una mateixa se-
A D

. )
mirecta, [I’extrem B Frcura Evild

comu. [E113]
Aleshores, [els costats] FB i BG estan també alineats. [E114]12
Afirmo que els costats de [els parallelograms] —~ AB i — BC que
formen angles iguals sén inversament proporcionals.
O sigui, DB és a BE com GB [és] a BF'. [P21i5]
[Demostracié.] Completem [el parallelogram] —~ FE.913
Els parallelograms ~—~ AB, ~— BC s6n equivalents
i [, per construccid,] = F'F [és] també [un parallelogram].

911. S6n parallelograms amb la mateixa superficie, perd no sén neces-
sariament superposables. Hi ha autors que diuen «iguals» entenent que
tenen la «mateixa area». Vegeu el pentltim paragraf de la pagina 3.

912. Vegeu [VITRAC (1994), p. 157, nota 59.

913. Prolonguem els segments CE i AF de la banda dels punts E i F.
Per P 5, necessariament es tallen. Només cal considerar el segment secant
que passa pels punts F i F'. Aquesta construccié es fonamenta en el fet que
sén dos parallelograms equiangles. Vegeu el problema (pagina B7).
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Per tant, el [parallelogram] — AB és a [el parallelogram| — FFE
com [el parallelogram| — BC' [és] a [el parallelogram] — FE. [EV 7]
I, com a parallelograms, ~—~ AB [és] a ~—~ FE com DB [és| a BE,

[Evi1]
i =~ BC [és] a —~ FE com GB [és] a BF, respectivament. [EvI1]
Aixi doncs, DB [és] a BE com GB [és] a BF. [Evi1]

En definitiva, tenim que els costats dels parallelograms —~ AB i
~ BC, que formen els angles [respectius iguals|, sén inversament
proporcionals. '

b) Ara suposem que DB és a BE com GB [és] a BF.

Afirmo que els parallelograms [equiangles] —~ AB i — BC' s6n
914

equivalents.
[Demostracid.] Atés que DB és a BE com GB [és] a BF,

que DB [és] a BE i GB [és] a BF com el parallelogram — AB [és]
al parallelogram — FFE, [Evi1]
i com el parallelogram ~— BC [és] al parallelogram ~—~ FE, [Evil]

resulta que, com a [parallelograms],

el =~ AB [és] a —~ FFE com —~ BC [és] a —~ FE. [Ev 11]
Per tant, els parallelograms — AB i — BC sén equivalents.
[EVI] &

I aixo és el que voliem demostrar. o

Evi15. a) En triangles equivalents amb un angle igual, els costats
que formen els angles iguals sén inversament proporcionals. b) FEls
triangles amb un angle igual © els costats respectius que el formen
inversament proporcionals son equivalents.
a) Siguin A ABC i A ADE dos triangles iguals amb un dels angles
[de 'un] igual a un angle [de l'altre],
en concret, BAC ligual] a DAE.
Afirmo que, als triangles A ABC i A ADE, els costats que formen
els angles iguals sén inversament proporcionals,
en concret, CA és a AD com EA [és] a AB.
[Demostracid.] Alineem C'A amb AD [amb l'extrem A comi]. [E113]
Aleshores, FA i AB també estan alineats. [E114]

914. Amb la hipotesi que sén equiangles.
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Unim BD. [P1]
Com a triangles, ACAB ésa A BAD com A EAD [és] a A BAD,
ates que els triangles A ABC i A ADFE sén equivalents,
i A BAD [és] un altre [triangle]. [Ev7]
Pero el [triangle] A CAB [és] al [trian-
gle] A BAD iel [triangle] A EAD [és] al
[triangle] A BAD
com CA [és]a AD i EA [és] a AB [, res-

D

pectivament]. [Evil]
Aleshores, CA [és] a AD com EA [és]
a AB. [Ev11]

En definitiva, als triangles [equiva-
lents] AABC i A ADE,
els costats que formen angles iguals [sén]

E

inversament proporcionals, Ficura Evi15
és a dir, FA és a AB com CA és a AD. '
b) Ara suposem que els costats dels triangles A ABC i A ADE,
que formen els angles iguals BAC i ﬁA\E, sOn inversament proporci-
onals,
[en concret,] que CA és a AD com EA [és] a AB.
Afirmo que els triangles A ABC' i A ADE sén equivalents.
Com abans, unim BD. [P1]
Aleshores, atés que CA és a AD com FA [és] a AB
ique CA [és] a AD i EA [és] a AB
com el triangle A ABC' [és] al A BAD iel triangle A EAD al A BAD,

respectivament, [Evi1]
resulta que [els dos triangles] A ABC i A EAD tenen la mateixa rad
amb el triangle A BAD. [EV 7, iterat]
En definitiva, els [dos triangles] A ABC' i A EAD s6n equivalents.
[ [Ev9]

I aix0 és el que voliem demostrar. S

Ev116. a) Si quatre segments son proporcionals, el rectangle que for-
men els dos (segments) extrems és equivalent al rectangle que formen

915. Vegeu el problema Bl (pagina B7).
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els dos (segments) mitjans. b) Si el rectangle de costats dos (segments)
extrems és igual al rectangle de costats dos (segments) mitjans, els

[quatre] segments son proporcionals.®'6

a) Siguin AB, CD, E "

i F' quatre magnituds

proporcionals,

[en concret,] AB [és] a

CD com F [és] a F. A B C D
E F

Afirmo que el rectan-
gle de costats AB i F és FIGURA EvI16
igual al rectangle format per CD i E.
[Demostracid.] Portem els segments AG i CH als punts A i C per-
pendicularment als segments AB i CD [, respectivament]. [E13 i 11]
[Els segments] AG i CH s’han construit iguals a F' i E [, respecti-
vament. [Ex3]
Per tant, podem determinar els parallelograms — BG i —~ DH %17
I, com que AB és a CD com FE [és] a F,
i E'iF [s6n] iguals a CH i AG |, respectivament,]
resulta que AB és a CD com CH [¢és] a AG.9'®
Aleshores, als parallelograms —~ BG i —~ DH,
els costats que formen angles iguals s6n inversament proporcionals.
I els parallelograms equiangles amb els costats d’angles iguals in-
versament proporcionals sén equivalents. [Evi14]
Aixi doncs, els parallelograms — BG i — DH sén equivalents.
Pero els parallelograms — BG i — DH sbn els [rectangles] de
[costats] AB i F,iCD i E, respectivament,

916. De fet, és un porisma d’Evi14. Diu: «Els rectangles que tenen la
mateixa superficie tenen les bases inversament proporcionals a les altu-
res, i reciprocament.» A més, si acceptem que ’area d’un rectangle és
AB x AH, queda establert que % = % si, inomés si, ABXF =CDx E.

917. Cal construir rectangles. Euclides no explica mai com es constru-
eix un parallelogram, ni un rectangle de costats donats; pero, en canvi,
explica com podem fer un parallelogram que sigui equivalent a un triangle
donat sobre un segment donat i amb un angle donat [E144], i també com
podem fer un quadrat de costat donat [E146].

918. Un cop s’ha aplicat adequadament Ev 7 i 11, s’usa P 1.
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i AG i E [sén] iguals a F' i CH, respectivament.
En definitiva, els rectangles [de costats] AB i F, i CD i E sén
equivalents. )
b) Suposem ara que els rectangles [de costats] AB i F,i CD i E sén
equivalents.
Afirmo que els quatre segments sén proporcionals,
[és a dir,) AB [és] a CD com E [és] a F.
[Demostracid.] Amb la mateixa construccio,
ateés que els [rectangles de costats] AB i F,i CD i E sén equivalents,
que [ ] BG és el [rectangle] de [costats] AB i F, i F és igual a AG,
i que [ DH [és] el [rectangle] de [costats] CD i E, i E [és] igual a
CH,
resulta que [el rectangle] [ ] BG és equivalent a [el rectangle] [] DH.
I, a més, sén equiangles.
Pero en parallelograms equivalents i equiangles,
els costats d’angles iguals sén inversament proporcionals.  [EvI 14]
En conseqiiéncia, AB és a CD com CH [és] a AG,
CH [és] igual a E,i AG a F.
En definitiva, AB és a CD com FE [és] a F.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Evi17. a) Si tres segments sén proporcionals, el rectangle format pels
dos extrems és equivalent al quadrat del [terme] mitja. b) Si el rec-
tangle format pels dos [termes] extrems és equivalent al quadrat del

[terme] mitjd, els tres segments sén proporcionals.”t®

Siguin A, B i C tres segments proporcionals,
[en concret,] A [és] a B com B [és] a C.
Afirmo que el rectangle [de costats] A i C' és equivalent al quadrat
[de costat] B.
a) [Demostracid.] Agafem D igual a B. [Ex3]
Com que A ésa B com B [és] a C, i B [és] igual a D,
Aésa Bcom D [és] a C. [NcliEv7ill]

919. Es un cas particular d’EvI16 i, de retruc, n’és un porisma.
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I, si quatre segments soén proporcionals,
els [rectangles] de costats els dos segments extrems i els dos mitjans
s6n equivalents. [Ev116]
Es a dir, els [rectan- 4 B
gles de costats] A1 C, i
B i D sén equivalents,

perd el [rectangle] de FiGUra Evil7

[costats] B i D és el [quadrat] de [costat] B,
ja que B [és] igual a D.
D’aix0 en resulta que el rectangle de costats A i C és equivalent al
quadrat [de costat] B. [Nc1) [ )
b) Ara suposem que el rectangle [de costats] A i C' és equivalent al
quadrat de costat B.
Afirmo que A és a B com B [és] a C.
[Demostracid.] Amb la mateixa construccio,
el rectangle [de costats] A i C' és equivalent al quadrat [de costat] B.
Pero el quadrat [de costat] B és el rectangle [de costats] B i D,
ja que B [és] igual a D.
I, per tant, els rectangles [de costats] A1 C, 1 B i D sén equivalents.
Ara bé, el [rectangle] de [costats] els dos extrems és equivalent al
rectangle de costats [els dos termes| mitjans.

Per tant, els quatre segments sén proporcionals, [Ev116]
ésadir, Aésa Bcom D [és] a C, i B [és] igual a D.

En definitiva, A [és] a B com B [és] a C. [ )
I aixo és el que voliem demostrar. ®

20 semblant a una figura

Ev118. Volem construir una figura rectilinia,’
rectilinia donada, collocada en un segment donat per endavant de ma-
nera similar [a la donadal.

Siguin AB un segment donat per endavant i QCE la figura rectilinia

donada.

920. En els Elements, les figures rectilinies sén figures poligonals con-
vexes. Aixo planteja la qiiestié: els resultats que s’estableixen per a figures
poligonals convexes valen també per a figures poligonals concaves? Vegeu
el problema B2 (pagina B61).
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Volem construir una figura rectilinia semblant a QC'E, collocada
sobre el segment AB de manera similar [a Q CE].
[Construccié i demostracis.®?'] Unim DF. [P 1]
Considerem ’angle GAB igual a Pangle amb [el vertex] a C,
i ABG igual a (Pangle) ﬁ, construits tots dos sobre el segment AB
[amb els vertexs respectius] als punts A i B. [E123]
Aleshores, 1altre [angle] CFD és igual a ’altre [angle] AGB. [E132]
Per tant, els triangles A FCD i A GAB s6n equiangles.
En conseqiiéncia, FD és a GB com FC [és] a GAi1CD a AB.
[Ev16 i Evid4]
De bell nou, siguin [els angles] BGH i GBH iguals als angles DFE
i FDE [, respectivament,] construits sobre el segment BG
[amb els vertexs respectius] als punts G i B. [E123]
Aleshores, l’angle
[amb el vertex] al
punt E és igual a
langle [amb el ver-
tex] al punt H. [E132]
Per tant, els tri-
angles AFDE i (¢ D A B
A GBH sbén equian-
gles.
En conseqiiéncia, F'D és a GB com FFE [és] a GH
i ED a HB. [Ev16 i Evid]
Pero també hem vist [que] F'D [és] a GB com FC [és] a GA
iCD a AB.
Aleshores, també FC' [és] a AG com CD [és| a AB, FE a GH, i
ED a HB. [Ev11]
A més, [els angles] CFD i DFE sén iguals a [els angles] AGB i
BGH.
Per tant, [els angles complets] CFE i AGH sén iguals. [Nc 2]
Per les mateixes [raons], [els angles] CDE i ABH també sén iguals,

FIGURA EVI 18

921. La demostracié procedeix per «triangulacié», una técnica molt
fructifera. Es aplicable a les figures poligonals concaves? Vegeu I'item b
del problema B2 (pagina B7).
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i els angles [amb els vértexs] a C' 1 A, ia E i H també ho sén [, res-
pectivament].
D’aixo en resulta que [les figures] QAH i QCE sén equiangles i
tenen proporcionals els costats que formen angles iguals.
En definitiva, les figures rectilinies QO AH i O CE s6n semblants.
[Dvi1]

I aix0 és el que voliem demostrar. & '

Evi19. Els triangles semblants son entre si com el quadrat de la rad
22

de semblanca dels seus costats respectius.”
Siguin A ABC' i A
A DEF dos tri-
angles semblants
amb els angles
[amb els vertexs
als punts] B i E
iguals.
[El costat] AB B G ¢ E F
és [al costat] BC Ficura Evi19
com el costat] DE [és al costat] EF', de manera que BC correspon
a EF. [Dv 11]
Afirmo que la raé dels triangles A ABC i A DEF és el quadrat de
la raé que [té el costat] BC amb el [costat] EF.9%3
[Demostracid.] Considerem [el segment] BG tercera proporcional de
[els segments] BC' i EF,
[és a dir,) BC és a EF com EF [és] a BG. [Evi11]
Unim AG.%%* [P1]
Aleshores, com que AB és a BC com DE [és| a EF,

922. Les arees respectives dels triangles semblants sén entre si com el
quadrat de la raé de semblanca dels costats respectius. Textualment: «do-
ble» (8imhacioc Aéyoc) o «duplicaday (Surhacivwv Adyoc).

923. Es a dir, la raé que el quadrat de costat BC té amb el quadrat de
costat EF.

924. A la figura Evi 19, el punt G cau dins el segment BC', pero aixo no
és important i no altera en res la validesa de la demostracié. Vegeu l'item ¢
del problema B2 (pagina B7).
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alternando, AB és a DE com BC [és] a EF. [Ev 16]
Perd BC [és] a EF com EF és a BG.
En conseqiiéncia, AB [és] a DE com EF' [és] a BG. [Ev 11]

D’aixo en resulta que els triangles A ABG i A DEF tenen inver-
sament proporcionals els costats que formen angles iguals.

I, atés que tenen un [angle] igual a un [angle], precisament el de cos-
tats inversament proporcionals, tots dos triangles, A ABG i A DEF,
sén equivalents. [Ev115]

A més, BC [és] a EF com EF [és] a BG.

I, si tres segments sén proporcionals, aleshores el primer i el tercer
tenen una rad que és el quadrat de la raé que el primer té amb el
segon. [Dv 9]

Aixi doncs, [els segments] BC' i BG tenen una rad que és el quadrat
de la que té [el segment] CB amb EF.

Pero CB [és] a BG com el triangle A ABC' [és] al triangle A ABG.

[Evi1]

Per tant, els triangles A ABC i A ABG tenen una raé
que és el quadrat de la rad que tenen [els costats] BC i EF. [Ev11]

Pero el triangle A ABG [és] equivalent al triangle A DEF.

En definitiva, els triangles A ABC i A DEF també tenen una rad
que és el quadrat de la rad que tenen els costats BC i EF.  [EvT]
I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Evi19, porisma. Si tres segments son proporcionals, el primer és
al tercer com la figura [construida] sobre el primer [és] a la figura
semblant [construida] d’una manera andloga sobre el segon.

Es evident i no cal demostrar-ho. '

Ev120. Els poligons semblants a) es poden dividir en el mateix nombre
de triangles semblants, i b) aquests triangles tenen la mateiza rad que
els [poligons| complets. De retruc, c) un poligon manté amb [laltre]
poligon una rad que és el quadrat de la rad que mantenen els costats

corresponents dels poligons semblants.??>

925. Aquesta proposicié és, de fet, un element de la proposicié Ex112 i,
pel seu caracter d’element, la retrobem a EXI11.
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Siguin Q ABCDE i Q FGHK L [dos] poligons semblants de [costats]
AB i FQG.
Afirmo que a) els poligons QABCDE i QO FGHKL es poden di-
vidir en el mateix nombre de triangles semblants,
b) aquests triangles mantenen [la proporci6] amb els [poligons| com-
plets,
i ¢) la ra6 de [els] poligons QABCDE i QFGHKL és el quadrat
de la raé de [el costat] AB amb [el costat] F/G.
[Demostracid.] a) Unim BE, EC,GL i LH. [P1]
Ates que el poli-
gon QWABCDE és
semblant al poligon
OFGHKL,
els angles BAE i
GFLsén iguals, i BA
ésa AE com GF' [és]
a FL. [Dvi1]

En conseqiiencia,

com que [els tri-
angles] AABEi A FGL
tenen un angle igual a un angle,

Ficura Evi20

i tenen proporcionals els costats que formen els angles iguals,
els [dos] triangles A ABE i A FGL sén equiangles. [Ev16]
I, de retrue, també sén semblants. [Evi4iDvrl]
Aixi, els angles ABE i FGL sén iguals,
i, atesa la semblanca dels poligons, [els angles] complets ABCiFGH
també ho sén.
Per tant, els angles diferencia EBC i LGH també sén iguals.
[Nc3 i E132]
I, atesa la semblanca dels triangles A ABE i A FGL, EB és a BA
com LG [és] a GF,
i atesa la semblanca dels poligons, AB és a BC com F'G [és] a GH.
Aleshores, ex equali, EB és a BC com LG [és] a GH [Ev 22]
i, per tant, els costats que formen els angles iguals, EBC i @7
també sén proporcionals.
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Aix{ dones, els triangles A EBC i A LGH s6n equiangles [EvI6]

i, per tant, sén semblants. [Ev22iDvril]
Per les mateixes [raons], els triangles A ECD i A LHK sén sem-

blants.

En definitiva, hem dividit els poligons semblants QO ABCDE i

QFGHKL en el mateix nombre de triangles semblants. '

b) Afirmo que [els triangles] sén proporcionals als [poligons] totals.

[Demostracid.] Aixo és facil de demostrar, ja que els triangles sén

proporcionals:

[els triangles] A ABE, A EBC i A ECD sén els antecedents,

i [els triangles] corresponents A FGL,ALGH i A LHK els conse-

giients. [Ev12] [ )

¢) [I, finalment,] afirmo que els poligons QABCDE i QFGHKL

tenen una rad que és el quadrat de la rad dels costats corresponents,

és a dir, la ra6 de AB amb FG.

[Demostracid.] Unim AC i FH.

I, com que els angles ABC i FGH sén iguals i [el segment] AB és

a [el segment] BC com [el segment] F'G [és] a [el segment] GH,

d’acord amb la semblanga dels poligons,

resulta que els trlangles VAN ABC iAF GH son equ1ang1es [Ev16]
Aleshores, els angles BAC i BCA i GFH i GHF sén iguals, res-

pectivament.

I, com que els angles BAM i GFN sén iguals
i [els angles] ABM i FGN també [, com hem vist abans],
resulta que [els angles| diferéncia, AMB i m, també ho sén.
[Ne3 i E132]
Aixi doncs, els triangles A ABM i A FGN sén equiangles.
I, d’'una manera analoga, podem veure que els triangles A BMC' i
A GHN també sén equiangles.
Aleshores, AM és a MB com FN [és] a NG,

i BM [és] a MC com GN [és] a NH. [Evi4]
Per tant, ex equali, AM [és] a MC com FN [és] a NH. [Ev22]
Perd AM [és] a MC com [el triangle] A ABM és a [el trian-

gle] A MBC

iel [triangle] A AME a [el triangle] A EMC.
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Ara bé, tots dos triangles sén com les seves bases. [Evi1]

I [sabem que] una de les primeres [magnituds] és a una de les se-
gones com la suma de totes les primeres és a la suma de totes les
segones. [Ev12]

Aleshores, el triangle A AM B [és] a [el triangle] A BMC' com [el
triangle] A ABE [és] a [el triangle] A CBE.

Pero [el triangle] A AM B [és] a [el triangle] A BMC com AM [és]
a MC.

Aleshores, AM [és] a MC com el triangle A ABE [és] al triangle
A EBC.

Per les mateixes [raons|, FN [és] a NH com el triangle A FGL [és]
al triangle AGLH.

I AM ésa MC com FN [és]a NH.

Per tant, el triangle A ABFE [és] al triangle A BEC' com el triangle

A FGL [é3] al triangle A GLH. [Ev 11]
I, alternando, el triangle A ABE [és] al triangle A FGL

com el triangle A BEC' [és] al triangle A GLH. [Ev 16]
Si unim BD i GK, [P1]

podem veure que el triangle A BEC [és] al triangle A LGH com el
triangle A ECD [és] al triangle A LHK.

D’aix0 en resulta que el triangle A ABFE és al triangle A FGL com
[el triangle] A EBC [és] al [triangle] A LGH i també com [el triangle]
A ECD és a [el triangle] ALHK.

Per tant, una de les primeres [magnituds| [és] a una de les segones
com [la suma de] totes [les primeres magnituds| ho és a [la suma de]
totes les segones. [Ev12]

Aleshores, el triangle A ABE és al triangle A FGL com el poligon
QABCDE [és] al poligon QO FGHKL.

Pero el triangle A ABE té amb el triangle A FGL una raé
que és igual al quadrat de la raé dels costats corresponents AB i F'G,
ja que els triangles semblants tenen una rad que és el quadrat de la
raé dels costats corresponents. [Evi19]

Per tant, el poligon Q@ ABCDE té amb el poligon O FGHKL
una ra6 que és el quadrat de la ra6 que el costat AB té amb el [costat]
corresponent F'G. [Ev12] [ ]
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I aix0 és el que voliem demostrar. &926

Ev120, porisma. D’una manera semblant, podem veure també que la
radé de quadrilaters [semblants] és el quadrat de la raé dels costats
corresponents. I hem vist que aizo també es compleix en el cas dels
triangles. Per tant, en general, figures rectilinies semblants tenen, una
amb laltra, una raé que és el quadrat de la rac dels costats corres-
ponents.

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

Evi21. Les figures rectilinies semblants a una mateiza figura rectilinia
son semblants entre si.9%7
Considerem les figures rectilinies O A i QB semblants a [la figura
rectilinia] O C.

Afirmo que O A
i OB també sén
semblants. C

[Demostracid.] B

Ates que [el poli-
gon] QA és sem- FiGura Evi21

blant al [poligon] QA C, [els poligons] O A i QC sén equiangles

i tenen proporcionals els costats que formen els angles iguals. [Dv11]

Analogament, atés que [els poligons] O B i QC sén semblants, sén
equiangles
i tenen proporcionals els costats que formen els angles iguals. [Dv1 1]

Aleshores, [els poligons] Q1 A i O B sé6n equiangles amb [el poligon]
ac.

En conseqiiéncia, els costats de [els poligons] (VA i O B que formen
angles iguals s6n proporcionals amb els costats corresponents de [el
poligon] OC, [Ev 11]
[és a dir, els poligons] VA i O B sén equiangles [Nc1]
i tenen proporcionals els costats que formen els angles iguals.

926. La demostracié de I'item ¢ és molt sofisticada. Vegeu I'item e del
problema B2 (pagina B4).

927. Aquesta proposicié estableix la transitivitat de la semblanga de les
figures poligonals rectilinies.
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D’aixo en resulta que (VA i O B sén semblants. [Dv11]

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

Evi22. Siguin quatre segments proporcionals. a) Les figures rectili-
nies semblants, descrites d’una manera andloga ¢ [dibuizades| da-
munt [cadascun], també sén proporcionals. b) I, si les figures rectili-
nies semblants, descrites d’una manera andloga i [dibuizades| damunt
[cadascun], sén proporcionals, els segments també ho son.
Siguin AB,CD, EF i GH quatre segments proporcionals,
[és a dir,) AB [és] a CD com EF [és] a GH.
Damunt els costats AB i C'D dibuixem les figures rectilinies sem-
blants disposades igualment O KAB i QLC D, respectivament. [Ev 18]
I, damunt els costats EF i GH, les figures rectilinies Q/MF i
QN H, respectivament.??8 [Ev 18]
a) Afirmo que QK AB és a QLCD com Q/MF [és] a Q'NH.
[Demostracid.] Considerem [els segments] O i P,
tercera proporcional dels (segments) AB i CD,i EF i GH, respecti-
vament. [Evi1l]
Com que AB és a CD com EF [és] a GH,
i CD [és] a O com GH [és] a P,
ex @equali, AB és a O com EF [és] a P. [Ev 22]
Perdo AB [és] a O com QO KAB [és] a QLCD,
[Ev 19 i 20, porismes]
i EF [és] a P com Q'MF [és] a QO'NH.
Aixi doncs, QK AB [és] a QLCD com Q'MF [és] a O'NH.
[Ev11] A
Suposem ara que Q/MF [és] a QO'NH com QO KAB [és] a QLCD.
b) Afirmo que AB és a CD com EF [és] a GH.
[Demostracid.] Perque si la raé de AB amb CD no és igual a la rad
de EF amb GH %%
aleshores AB és a CD com EF [és] a QR. [Evi12]

928. Segons la proposicié Evi 20, la forma concreta de les figures no im-
porta sempre que siguin poligons rectilinis. La figura, doncs, és ideal. I les
figures son semblants dues a dues; pero no totes quatre, necessariament.

929. Hipotesi de ’absurd.
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Considerem la figura rectilinia (1/SR, semblant a [una de les figu-

res] Q'MF o QN H i igualment disposada damunt [el segment] QR
[Evi18i 21]

K

/\ /\

A B C D
M
E F €] S I ,
O R -+ P+----- + / /

Ficura Evi22

Aleshores, ates que AB és a CD com EF [és] a QR,
ateés que s’han descrit les figures rectilinies QO K AB i O LC'D damunt
els segments AB i C'D i atés que, analogament, s’han descrit les [fi-
gures rectilinies] O/MF i Q'SR damunt [els segments] EF i QR
[, respectivament)],
resulta que QK AB és a QLCD com Q'MF [és] a Q'SR. [item a]
Perd hem suposat que QO KAB [és] a QLCD com Q'/MF [és] a
Q'NH
i, per tant, Q’'MF [és] a Q'SR com Q'MF [és] a O'NH. [Ev11]
Aixi doncs, [la figura] Q/MF té la mateixa raé amb [la figural

QO'NH i O'SR,
i, en conseqiiéncia, [les figures semblants] O'NH i Q'SR sén equi-

valents
i, alhora, semblants i disposades de manera analoga.
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D’aixd en resulta que GH [és] igual a QR.93°

En definitiva, com que AB és a CD com EF [és] a QR, 1 QR [és]
igual a GH,
tenim que AB ésa CD com EF [és]aGH. [Nc1iEv7ill] &

I aixo és el que voliem demostrar. 'y

Ev123. [Les arees| de parallelograms equiangles tenen una rad [que és]
igual a la Tad composta —& hnha Aoyoc— [de les raons| dels costats.
Siguin ~—~ AC i —~~CF [dos] parallelograms equiangles que tenen
Pangle BCD igual a (’angle) ECG.

Afirmo que la raé dels parallelograms — AC' i — C'F és la [rad]
composta de [les raons] dels costats [respectius].
[Demostracid]. Considerem [els segments] BC' i DC com a prolonga-
cions de [els segments] CG i CE [, respectivament]. [E113 i 14]

Completem el parallelogram ~— DG.%3!

Sigui K un segment [donat].

[Determinem] L i M de manera que BC [sigui] a CG com K [és] a
L,i DC a CE com L [és] a M.932 [Evi12]

Aleshores, la raé de K a L i de L a M és la mateixa que la dels
costats BC i CG, i DC i C'E [, respectivament].

Ara bé, la raé de K amb M és la radé composta de les raons de K
amb L ide L amb M.

En conseqiiéncia, la raé de K amb M també és la raé composta
[de les raons] dels costats [dels parallelograms].

930. Ateés que es tracta de figures rectilinies semblants, podriem
aplicar-hi Evi20. Pero, atencié!, hi intervé la composicié de raons, cosa
diffcil de justificar. Si ho entenem com que es tracta del rectangle dels an-
tecedents i dels consegiients, podriem considerar que tenim dos quadrats
equivalents. I aixo implicaria que els costats sén iguals. Aixo no obstant,
Fuclides ho omet i pressuposa simplement que «si dues figures semblants
sén equivalents, els costats corresponents també sén iguals». Vegeu la
nota A9A (pagina [48).

931. Les prolongacions dels segments HD i HG es tallen al punt H
[P5]. Unim HD i HG [P 1]. Com podem constatar facilment, obtenim un
parallelogram. Vegeu el problema B0 (pagina G1).

932. El text grec diu: xal yeyovétw ¢¢ pév | BI' npédc tyv I'H, obtee
A K mpoc v A, de traduccié dificil.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 335

I, atés que BC és a CG com el parallelogram — AC [és] al paral-
lelogram ~—~CH, [Evil]
perd BC [és] a CG com K [és] a L,
resulta que K [és] a L com [el parallelogram] ~——~ AC [és al paral-

lelogram| ~—~CH. [Ev 11]
A o H
o ST 7 /
,,,,,,,,,, . G !
L IS G
Moo +
K F

FIGURA Evi23

De bell nou, DC' [és] a CE com el parallelogram —CH [és] al
parallelogram ~—CF. [Evi1]
Pero DC [és] a CE com L [és] a M,
per tant, L [és] a M com [el parallelogram] — CH [és al parallelo-
gram| —~CF. [Ev11]
En conseqiiéncia, com que hem vist que K [és] a L com el paral-
lelogram — AC' [és] al parallelogram —CH
i L [és] a M com [el] parallelogram —CH [és]| al parallelogram
—CF,
ex equali, resulta que K és a M com [el parallelogram] ~—~ AC [és]

al parallelogram ~—~CF [Ev 22]
i K té amb M la rad composta de [les raons] dels costats [dels paral-
lelograms].

En definitiva, [els parallelograms] — AC, — C'F’ també tenen la
raé composta de [les raons] dels seus costats. [Ev11]
I aixo és el que voliem demostrar. ®

Evi24. En tot parallelogram, els parallelograms sobre la diagonal son
a) semblants al total, i b) semblants entre si.

Considerem un parallelogram — ABCD, la seva diagonal AC

i els parallelograms — FG i — HK sobre [la diagonal] AC.
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Afirmo que els parallelograms — EG i — HK sén: a) semblants
a [el parallelogram| —~ ABCD, i b) semblants entre si.
[Demostracid.] a) Com que [el segment] E'F és parallel al costat BC
del triangle A ABC,

BE ésa EA com CF [és] a FA. [Evi2]
De bell nou, ates que A E B

[el segment] F'G és parallel N /

al [costat] C'D del triangle a F by

AN ACD,

CF és a FA com DG [és] a

GA. [Evi2]

Pero hem establert que C'F

[és] a FA com BE és a FA. P K ¢
Aleshores, BE [és] a EA FIGURA Evi2d4

com DG [és] a GA. [Ev11]
Ara, componendo, BA [és] a AE com DA [és] a AG, [Ev 18]

i, alternando, BA [és] a AD com EA [és] a AG. [Ev 16]

D’aix0 en resulta que, als parallelograms — ABCD i — EG, els
costats que formen ’angle comu BAD sén proporcionals,
i GF és parallel a DC.
Per tant, els angles 1@, DCA sén iguals. [E129]
I l'angle DAC [és] comu als [dos| triangles A ADC' i A AGF'.
En conseqiiéncia, els triangles A ADC i A AGF sén equiangles.
[E132]
Per les mateixes raons, els triangles A ACB i A AFE també
ho sén.
En definitiva, el parallelogram total —~ ABCD i el parallelogram
~~ EG s6n equiangles.
Aleshores, AD [és] a DC com AG [és] a GF,
DC [és] a CA com GF [és] a FA,
AC [és] a CB com AF [és] a FE
i, a més, CB [és] a BA com FE [és] a EA. [Evi4]
Pero, com que hem vist que DC és a CA com GF [és] a FA
i AC [és] a CB com AF [és] a FE,
ex equali, resulta que DC és a CB com GF [és] a FE. [Ev 22]
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D’aix0 en resulta que, als parallelograms ~—~ ABCD i — EG,
els costats que formen angles iguals sén proporcionals.

Aleshores, els parallelograms ~—~ ABCD i —~ EG sén semblants.

[Dvi1]

I, per les mateixes [raons], els parallelograms —~ ABCD i —~ KH
son semblants.

En definitiva, els parallelograms —~ EG i — HK s6n semblants
al [parallelogram| —~ ABCD. A
b) [Les figures rectilinies] semblants a la mateixa figura rectilinia s6n
també semblants entre si. [Evi21]

I, per tant, el parallelogram ~— EG és semblant al parallelogram
~—~HK. )

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

Evi125. Volem construir una [figura rectilinia] semblant a una figura
rectilinia donada i equivalent a una altra figura rectilinia donada.
Siguin QO ABC i QD dues figures rectilinies donades.

Volem construir una [figura rectilinia] semblant a [la primera de les
figures donades] i equivalent a [la segona].

Es a dir, volem construir una [figura rectilinia] semblant a [la figural
QABC i equivalent a [la figura] QO'D.
[Demostracid.] Apliquem el parallelogram — BE, equivalent a la
figura O ABC, damunt el [segment] BC,%33 [E144]
i el parallelogram ~— CM, equivalent a [la figura] O'D,
damunt [el segment] C'E, amb 'angle FCE igual a (Pangle) CBL.

[E145]

Ara, colloquem BC al costat de CF, i LE al de EM. [Ex14]
Considerem la mitjana proporcional GH dels (segments) BC'i CF.
[Ev113]

933. El text diu: «Apliquem el parallelogram ~— BE equivalent al tri-
angle A ABC damunt el segment BE» (IlopofeBhedn ydp mopd uév iy
BI' g ABI tprydve Toov nopodnhdypaupov to BE). Perd tots els re-
sultats utilitzats s’han establert per a figures rectilinies —poligons— ar-
bitraries. Per tant, no cal sotmetre’s ni al triangle ni al quadrilater de la
figura. El resultat és més general que el de la figura, que, com sempre, és
simplement orientativa.
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La figura QO KGH sobre [el segment] GH és semblant a [la figura]
QABC i esta collocada d'una manera analoga. [Ev118]
Com que BC és a GH com GH [és] a CF
i sabem que si tres segments sén proporcionals,

el primer és al tercer com la figura [descrita] damunt el primer [és] a
la semblant collocada d’una manera analoga damunt el segon,

Pero, alhora, BC [és] a CF com el parallelogram — BE [és] al
En conse-

BC és a CF com [la figura] Q ABC [és] a [la figura] QO KGH.
quéncia, la fi-

[Ev1i19 i 20, porismes]
parallelogram — E'F'.

gura QO ABC

[Evil]
K
[N
4 D \\ “~ N
\ N
[és] a la figura \ N R
QOKGH com c P \ N
el parallelo- B ;SR e
gram —~BE 2
[és] al paralle-
logram ~—~ E'F.

[Ev11] Ficura Evi25
I, alternando, la figura QO ABC' [és] al parallelogram ~——~ BE com
la figura O KGH [és] al parallelogram ~— EF,
i la figura O ABC' [és] equivalent al parallelogram ~— BE.
~—~FKF.

[Ev 16]
Per tant, la figura O KGH també [és] equivalent al parallelogram

Pero el parallelogram ~— BE és equivalent a [el poligon] Q'D.

[Nec1]
Aleshores, [les figures] O KGH i QD també s6n equivalents i, per

tant, [els poligons] O KGH i Q ABC sén semblants.
I aixo0 és el que voliem demostrar.

A
Evi26. Si d’un parallelogram en sostraiem un [altre] de semblant,
collocat d’una manera semblant i amb un angle comi, aleshores [el

parallelogram sostret] estd collocat de manera que comparteiz amb
Vinicial [un segment de] la diagonal.
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Es a dir, del parallelogram ~—~ABCD en sostraiem [el parallelo-

gram| — AF, semblant i collocat d’una manera analoga al [paralle-

logram] ~—~ ABCD, de manera que comparteixin 1’angle DAB.
Afirmo que els [parallelograms] ~—~ ABCD i ~—~ AF comparteixen

la diagonal.?34

[Demostracié.] Si no és aixi,”

la diagonal [del parallelogram — ABCD] és AHC .36

Prolonguem GF fins al

punt H.

Pel punt H, tirem el
[segment H K] parallel a
AD o BC.  [E1301i 31]

Aleshores, atés que [els

parallelograms]

~—~ABCD i —~KG com-

parteixen la diagonal, FIcUrRA EVI26

DA ésa AB com GA [és] a AK. [Evi24]
I, atenent la semblanca [dels parallelograms] —~ ABCD i —~ EG,

DA [és] a AB com GA [és| a AE. [Dvi1]
I d’aix0 en resulta que GA també [és] a AK com GA [és] a AE.

[Ev11]
En definitiva, GA té la mateixa ra6 amb AK i AF;
per tant, AE i AK s6n iguals. [Ev9]
Pero, aleshores, el parallelogram petit i el gran sén iguals. T aixo
és impossible.
En definitiva, quan suposem que els parallelograms —~ ABCD i
~ AF no comparteixen la diagonal, resulta que la comparteixen.

I aixo0 és el que voliem demostrar. ®

934. El text diu que la diagonal de (el parallelogram) ~—~ AF és un
segment —una part— de (el segment) AF' de la diagonal AC' del parallelo-
gram ~—~ ABCD. Ho abreugem dient que els dos parallelograms «com-
parteixen» la diagonal (sobreentenent que les dues diagonals tenen un
extrem comu).

935. Hipotesi de I'absurd.

936. El parallelogram — AH i la diagonal AHC sén «figures ideals».
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Ev127. D’entre tots els parallelograms aplicats a un segment [donat]
per defecte d’un parallelogram semblant al [parallelogram] constru-
it sobre la meitat [del segment donat] i collocalt de manera andloga,
el més gran de tots és el [parallelogram] semblant al defecte aplicat
sobre la meitat [del segment donat].”7
Siguin AB un segment [donat] i C' el punt que el dimidia. [E110]
Considerem el parallelogram — AD aplicat al segment AB per
defecte de figures parallelogramatiques semblants al [parallelogram]
DB, que es troba aplicat, per exemple, a la meitat C'B del seg-
ment AB.938

Afirmo que d’entre els

parallelograms aplicats al
segment AB per defecte
de figures parallelograma-
tiques semblants al paral-
lelogram — DB, situa-
des de manera analoga,

el més gran de tots és el
parallelogram — AD. FIGURA EvI27
[Demostracid.] Sigui — AF el parallelogram aplicat per defecte de
la figura parallelogramatica ~— F'B, semblant a ~— DB i collocada
d’una manera analoga al segment AB.

Afirmo que = AD és més gran que — AF.

937. Euclides proporciona un diorisma per a la proposicié segiient,
Evi28, que, expressat en el llenguatge algebric, imposa que el «discrimi-
nant» de ’equacié de segon grau sigui positiu. Aquesta proposicié inicia
les proposicions relatives a 1’«aplicacié d’arees», que generalitzen les que
Euclides ja havia establert al llibre 11. Vegeu la proposicié esmentada i la
nota (pagina B4M).

938. Atesa la complexitat de I’enunciat, val la pena explicar-ho una
mica. Disposem d’un segment AB i considerem una de les dues meitats,
CB. Sobre aquesta meitat hi ha un parallelogram — DB. Ara, sobre
el segment AB, hi apliquem per defecte —és a dir, sobre el segment
deficient AK— un parallelogram ~— AF de manera que el defecte —el
parallelogram — F'B que completa el parallelogram — AF per tal que
junts facin un parallelogram sobre A B— sigui semblant i estigui collocat
d’una manera analoga al parallelogram — DB.
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Efectivament, el parallelogram ~— D B és semblant al parallelogram
~—~FB.

Per tant, tots dos comparteixen la mateixa diagonal. [Ev126]

Considerem ara la diagonal [comuna] DB i completem la resta de
la figura.

En conseqiiéncia, atés que el [parallelogram complement] ~—~CF
és equivalent al [parallelogram complement] ~—~ F'E [E143]
i [el parallelogram] ~—~ F B és comu,
els [parallelograms] complets ~— CH i — K E s6n equivalents. [Nc 2]

Pero els [parallelograms] —~CH i — CG s6n equivalents,

ja que els (segments) AC' i CB ho sén. [E136]
Per tant, [els parallelograms] —~ GC i — EK també sén equiva-
lents. [Nc1]

Afegim el [parallelogram] ~—~ CF a tots dos [parallelograms].

Aleshores, el [parallelogram] complet ~—~ AF és igual al gnomon
“OLMN. [Nc2]

En definitiva, el parallelogram ~— DB, que és el mateix que el
parallelogram — AD, és més gran que el parallelogram — AF'.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Evi28. En un segment donat, volem aplicar un parallelogram equiva-
lent a una figura rectilinia donada @ deficient d’un altre parallelogram
semblant a un [parallelogram] donat. Es necessari que la figura recti-
linia donada [, a la qual serd equivalent el parallelogram aplicat,] no
sigui més gran que el [parallelogram| descrit damunt la meitat [del
segment] i que sigui semblant al defecte del deficient.”3%

939. Aqui apareix el diorisma que, de fet, s’establia en la proposicié
anterior.

En llenguatge algebric, si fem a) AB := a, AS := z, b) que h designi
Paltura del parallelogram ——T'S, que equival a la figura €, d’area C, i
¢) que b, ¢ siguin la base i I'altura de — RS, de costat SB = a—, resulta

a—x LbC

que: C =z hi %% = % Sieliminem h, obtenim l'equaci6 (a —z) z =
Es tracta, doncs, d’'una equacié de segon grau que només té solucions
b b

(reals) si —~ PR < “Zbc = fah’, on h' = &£ és l'altura del parallelogram

~~—~ AG semblant al parallelogram ~——%, construit sobre la meitat de
AB. Aquest és el diorisma expressat algébricament.
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Siguin C' la figura rectilinia donada i AB el segment al qual s’aplica
el [parallelogram] equivalent [a la figura C], que no supera el [paral-
deficit. 940

lelogram| descrit damunt [el segment] meitat de AB, semblant al
deficit.

I sigui ~ D el [parallelogram] al qual volem que sigui semblant el

Volem aplicar un parallelogram, equivalent a la figura rectilinia

donada C', damunt el segment AB amb deficiéncia d’una figura paral-
lelogramatica semblant a [el parallelogram] — D.
H

b
S
i
- =

S

e
FIGURA EvI28
meitat

[Construccid i demostracid.] Siguin E el punt que divideix AB per la

[E110]
i —~EBFG el [parallelogram| semblant al [parallelogram] ~— D,

collocat d’una manera analoga damunt el segment EB.
Completem el parallelogram — AG.

[Evi18]
perque hem construit, per defecte, la figura parallelogramatica — G B

a)?! Aleshores, si ~— AG equival a C, hem aconseguit el que voliem
damunt [el segment] AB semblant a [el parallelogram] ~—~D. & &
que C,

b) Si no [es déna la igualtat i el parallelogram] .~ HFE és més gran

com que ~ HE [és] equivalent a [el parallelogram| —~GB, [E136]
[el parallelogram] ~ GB també [és] més gran que C.

940. Aquesta limitacié ve imposada per Evi27.
941. La demostraci6é procedeix per casos.
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Considerem, doncs, el [parallelogram] — K LM N semblant a D,
collocat d’una manera analoga
i equivalent a lexcés amb el qual [el parallelogram] ~—~GB exce-
deix C. [Evi25]

Pero [el parallelogram| — G B [és] semblant a D.

En conseqiiéncia, [el parallelogram] .~ KM també ho és a [el
parallelogram| ~—~ GB. [Evi21]

D’aix0 en resulta que [el segment] K L correspon al [segment] GE
i LM al GF.

I, ateés que [el parallelogram] — GB equival a [la figura] C junta-
ment amb [el parallelogram] — K M,
resulta que [el parallelogram] —~GB és més gran que [el paral-
lelogram] ~— K M 942

Aleshores, [els segments] GE i GF també sén més grans que [els
segments] KL i LM, respectivament.*?

Fem [els intervals] GO i GP iguals als (segments) KL i LM, res-
pectivament. [E13]

Completem el parallelogram ~— OGPQ.%4*

t945 { semblant a

Aleshores, [el parallelogram — GQ] és equivalen
[el parallelogram] — KM
[pero el parallelogram — K M és semblant al parallelogram — G B].
D’aix0 en resulta que el parallelogram — G'@Q) també és semblant
al parallelogram ~—GB. [Evi21]
Aleshores, els [parallelograms] —~GQ i ~—~ GB comparteixen di-
agonal. [Ev126]
Sigui, doncs, GQB la diagonal comuna.

Per tant, queda descrit [el romanent de la figural.

942. Implicitament, Euclides admet que, donades dues magnituds 2
i€ € > Asi, i només si, existeix una magnitud B de manera que €
=2 + B.

943. Euclides ho afirma sense cap justificacié perd és un porisma
d’Evi22. Vegeu HEATH (1925), volum 11, p. 242 i segiients. Vegeu I'{tem
fa, it del problema B2 (pagina B2).

944. Vegeu la nota (pagina OGA).

945. Observeu que, en aquest cas, sén iguals, és a dir, congruents. Ve-
geu la nota B98 (pagina [2X).
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En conseqiiéncia, atés que [el parallelogram] — BG és equivalent
a Ci-—~KM [junts],
[la part] dels quals ~—~ GQ és equivalent a KM,
resulta que el gnomon restant WUW'V és equivalent al residu C. [Nc 3]
I, com que [el complement] ~—~ PR és equivalent [al complement]
08, [E143]
afegim [el parallelogram] — QB a tots dos.
D’aix0 en resulten els [parallelograms] totals, —~ PB i —~ OB,
equivalents [entre si|. [Nc 2]
Perd [el parallelogram] — OB és equivalent [al parallelogram]
~—TE, ateés que [els costats] AE i EB sén iguals. [E136]
Per tant, [el parallelogram] —TFE també és equivalent [al paral-
lelogram| .~~~ PB.
Afegim [el parallelogram] ~—~OS a tots dos.
El [parallelogram] total —~T'S és equivalent al gnomon W VWU.
[Nc 2]
Pero hem vist que el gnomon WVWU és equivalent a C.  [Ncl]
Per tant, [el parallelogram] —T'S també ho és a [la figura] C.
En definitiva, el parallelogram ~— ST és equivalent a la figura rec-
tilinia donada C', que hem aplicat damunt el segment AB
amb el defecte de la figura parallelogramatica — QB,
que és semblant a D [en la mesura que el parallelogram] —~ QB és
semblant a [el parallelogram| ~—~GQ. [Evi21i24] & [ )

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Evi29. Volem aplicar, sobre un segment donat, un parallelogram equi-
valent a una figura rectilinia donada, [de manera que al paralielo-

5 una figura parallelogramatica semblant a un [pa-

gram] Uezcedeizi®*
rallelogram] donat.

Siguin AB el segment donat,

C la figura rectilinia donada a la qual volem que sigui equivalent el
[parallelogram] aplicat sobre [el segment] AB

i = D el [parallelogram] al qual volem que sigui semblant I’excés.

946. Es tracta de ’aplicacié d’arees «per excésy.
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Volem aplicar, damunt [el segment donat] AB, un parallelogram
equivalent a la figura rectilinia C,
amb Pexcés d’una figura parallelogramatica semblant a [el parallelo-
gram| ~—~ D.
[Construccid i demostracid.] Siguin E el punt mitja del segment AB
[E110]
i = BF el parallelogram semblant i collocat d’una manera analoga
a [el parallelogram] ~— D construit damunt EB. [Ev118]
Construim el [parallelogram] — G H semblant, collocat d’una ma-
nera analoga a D i equivalent a — BF i C [junts]. [Evi25]
Els segments KH i KG corresponen a FL i a FE [, respectiva-
ment].
Ara bé, atés que el [parallelogram] —~GH és més gran que el
[parallelogram] ~— F'B,
[el segment] K H també ho és més que [el segment] F'L, i [el segment]
KG més que [el segment] FE.947

Fr L M K_____ _H
llr Ir ll r /
/l, lll rl, // //
g / ;o / /
/ ;o / /
! \ I / /
I,I \ Il’ II l /
\ / ;
; R , .
A E", X ’IP , ,
/ / W?”B / / /
) Y P
N Q O G

Ficura Evi29

Prolonguem FL i FE de manera que FLM i FEN siguin iguals a
KH i KG [, respectivament]. [P2iE13]

I completem el [parallelogram] — M N.

Aleshores, [els parallelograms] —~ M N i — GH sén equivalents i
semblants.

Perd [el parallelogram] — GH és semblant a [el parallelogram]
~ MN i, per tant, [al parallelogram] — EL. [Evi21]

947. Vegeu la nota 824 (pagina BZ3).



346 Historia de la matematica. Grécia Ila

En conseqiiéncia, [els parallelograms] — EL i — M N compartei-
xen la diagonal. [Ev126]
Sigui F'O la diagonal comuna.
Considerem [el que manca a] la figura.
Com que el [parallelogram] ~—~GH és equivalent a [el parallelo-
gram| —~~ E'L i la [figura] C [junts],
pero els [parallelograms] —~GH i — M N s6n equivalents,
resulta que —~ M N també és equivalent a ~—~EL i C [junts]. [Nc1]
Sostraiem de tots dos [el parallelogram] ~— EL.
Aleshores, el gnomon que queda, WX WV, és equivalent a [la figu-
ra] C. [Nec 3]
I, atés que AF és igual a EB,
els [parallelograms] ~—~ AN i ~~ N B també ho sén, [E136]
és a dir, so6n equivalents al [parallelogram| .~ LP. [E143]
Afegim el [parallelogram] —~FEO a ~—~ AN i —~ LP.
Aleshores, el [parallelogram] complet .~ AO és equivalent al gno-
mon UVIWX. [Nc 2]
Pero el gnomon VWX és equivalent a la [figura] C.
Aleshores, el [parallelogram] — AO també és equivalent a la [fi-
gura] C. [Nc1]
En conseqiiéncia, el parallelogram ~— AQO, que és equivalent a la
figura rectilinia C, s’ha aplicat sobre el segment AB amb 'excés de
la figura parallelogramatica ~—~ @QP, semblant a [el parallelogram]
~—D,
ja que [els parallelograms] ~—~ PQ i — E'L s6n semblants.
[Evi2l i 24]
I aix0 és el que voliem demostrar.?4® & o

Ev130. Volem dividir un segment donat en mitjana i extrema rad.%*°

948. Amb les notacions de la nota (pagina B2M), si fem BP := z,
obtenim: (a+z)h = C, % = 2. TI'eliminaci6 de h de totes dues equacions
déna: (a+z)x = %. Aixi, s’obté una equacié quadratica I'arrel positiva
de la qual s’aconsegueix per aplicacié d’arees «per excésy.

949. Compareu aquesta proposicié amb la que hi ha a Eir11. I també
amb l’explicacié d’indole historicometodologica que hem fet a I'item b de
la pagina 8 i a la pagina 34.
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Sigui AB el segment donat.
Volem [determinar| el punt [E] que el divideix en mitjana i extre-
ma rad.
[Construccic.] Considerem el quadrat O BC descrit sobre [el segment]
AB, [E146]
i el parallelogram — CD equivalent a [0 BC, aplicat a AC amb 'ex-
cés — AD semblant a [el quadrat] O BC. [Evi29] &
[Demostracid.] Ates que O BC' és un quadrat, [0 AD també ho és.
Com que O BC és equivalent a []CD, D
si sostraiem [el rectangle] [JCE de tots
dos,
el [rectangle] (] BF i el quadrat 0 AD ro-
manents sén equivalents. [Ne3] 4

Aleshores, els costats BF i AD que de-
terminen els angles iguals sén inversament
proporcionals. [Evi14]

Aixi doncs, FE és a ED com AE [és] a
EB,
perd FE i ED [sén] iguals a AB i AE F
[, respectivament]. Ficura Evi30

Per tant, BA és a AE com AF [és] a EB, [Ncl1iEv7ill]
i AB [és] més gran que AFE.

;
‘
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Pero també sén equiangles. !
‘
‘
‘
|
|
|
:
‘
|
‘
|
|
|
|
|
|
|

D’aix0 en resulta que AF també [és] més gran que EB.  [Ev 14]
En definitiva, hem dividit el segment AB en mitjana i extrema rad
pel punt E,
i AF n’és la part més gran.

I aix0 és el que voliem demostrar. ®

Evi3l. En els triangles rectangles, la figura [feta] damunt la hipo-

tenusa equival a la [suma de les figures| semblants collocades d’una

manera andloga damunt els catets.?>°

950. Procle atribueix aquesta proposicié a Euclides, mentre que afir-
ma que I’E147 D'establi 'escola pitagorica, encara que no sigui atribuible
a Pitagores mateix.
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Sigui A ABC' un triangle rectangle amb ’angle recte BAC.

Afirmo que la figura [construida] damunt BC' és equivalent a la
[suma de les figures| semblants construides damunt BA i AC' d’una
manera analoga.

[Demostracio.] Tirem la perpendicular AD. [E112]

Aleshores, com que, al triangle rectangle A ABC,
el [segment] AD és la perpendicular a la base BC' pel vertex A,
els triangles A ABD i A ADC determinats per la perpendicular sén
semblants al [triangle] A ABC, i entre si. [Evig]

I, com que [el triangle]
A ABC' és semblant a [el
triangle] A ABD,

CB és a BA com AB [és]
a BD. [Dv11]

I, atés que els tres seg-

ments sén proporcionals,

el primer és al tercer com
la figura [construida] da-

munt el primer és a la [fi-
gura] semblant collocada FIGURA EvI31
analogament damunt el segon. [Evi19 i 20, porismes]

Per tant, CB [és] a BD com la figura [construida] damunt C'B [és]
a la [figura] semblant collocada anilogament damunt BA.

Per les mateixes raons, BC' [és] a CD com la figura [construi-
da] damunt C'B [és] a la [figura] semblant collocada analogament
damunt C'A.

En conseqiiéncia, BC també [és] a BD i DC [junts] com la figura
[construida] damunt BC' [és] a la [suma de les figures] semblants col-
locades analogament damunt BA i AC. [Ev 24]

Ara bé, BC és BD i DC [junts].

Aix{ doncs, la figura [construida] damunt BC també [és] igual a la
suma de les [figures] semblants collocades anadlogament damunt BA
i AC. [Ev 24]

I aix0 és el que voliem demostrar. A1

951. Compareu aquesta demostracié amb la d’Hipocrates de Quios.
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Evi132. Si collloquem dos triangles que tenen dos costats proporcionals
de manera que els costats proporcionals siguin parallels i que com-
parteizin un vértex, aleshores laltre costat [d’un triangle i de Ualtre]
es troba en un mateix segment.952
Siguin A ABC' i A DCFE dos triangles que tenen els costats BA 1 AC
proporcionals als dos costats DC i DFE [, respectivament,]
és a dir, AB [és] a AC com DC [és] a DE,
i AB i AC sén parallels [als costats respectius] DC' i DE.

Afirmo que [els costats] BC' i CE estan alineats.
[Demostracid.] Com que D
AB és parallel a DC'iel
segment AC' els traves-
sa, A
els angles alterns BAC
i ACD sén iguals entre

si. [E129]
Per la mateixa rad, B c E
[els angles] CDEiACD FIGURA EvI32
son iguals.
Aleshores, ateés que [els angles] BAC i CDE sén iguals, [Nc1]

[els dos triangles] A ABC i A DCE tenen els angles A i D iguals

i els costats respectius que els formen proporcionals,

[és a dir,) BA [és] a AC com CD [és] a DE.
Aix0 fa que els triangles A ABC' i A DCE siguin equiangles. [E16]
Per tant, els angles ABC i DCE sén iguals.
Perd hem establert que [els angles] ACD i BAC també ho sén.

Vegeu PLA (20164), p. 246 i 491, i el problema B3 (pagina B7).

952. Aquest enunciat és ambigu. Vegeu les figures del problema 64 (pa-
gina BR), perd no podem evitar-lo perqué Euclides 'usa a EX11117, és a
dir, és un «elementy. Es un cas realment excepcional en el qual la figura
valida els passos de la demostracié.

Un enunciat més ajustat podria ser: «Considerem dos triangles que
comparteixin un vertex pero cap costat amb aquest vertex comu i que tin-
guin dos costats proporcionals. Suposem que els costats sén proporci-
onals i estan collocats de manera semblant. Aleshores, les bases —els
altres costats— estan alineades.» Per a una explicacié més amplia, vegeu
HEATH (1927), volum 11, p. 271 i 272.
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En conseqiiéncia, angle [suma] ACE és equivalent als dos [angles]
ABC i BAC. [Nc2]

Afegim (Pangle) ACB a cadascun.

Resulta que [els angles] ACEiACB [junts] equivalen a [els angles]
BAC, ACB i CBA [junts). [N 2]

Els angles @, ABCiACB [junts] fan dos [angles| rectes. [E132]

En definitiva, tenim un segment AC en I'extrem C' del qual incidei-
xen dos segments BC' i CE, un a cada costat [del punt C], de manera
que els angles adjacents ACEiACB [junts] fan dos angles rectes.

D’aix0 en resulta que el segment BC és una prolongacié6 [del seg-
ment] CE. [E114]

I aix0 és el que voliem demostrar. 'Y

953

Evi33. En cercles iguals,”” els angles tenen la mateixa raé que l’arc

que subtendeizen sempre que a) tinguin el vértex al centre [del cercle]

o b) el tinguin en [un punt de] la circumferéncia.”>*

Siguin OABC' i ODEF [dos] cercles,

BGC i EHF [dos] angles amb els vertexs als centres G i H [dels
cercles respectius],

i BAC i EDF [dos angles amb el vertex] a les circumferéncies [cor-
responents].

Afirmo que l'arc BC és a larc EF com langle BGC [és] a 'angle
EHF icom langle BAC és a (I’angle) EDF'.
[Demostracid.]?®®

—~

a) Considerem un nombre arbitrari d’arcs [de circumferéncia] CK i

953. Amb el mateix radi perd amb centres diferents.

954. De fet, és una generalitzacié d’E1i127.

En el cas dels sectors amb el vertex al centre, aquesta propietat és un
porisma que usa Zenodor al seu opuscle Sobre les figures isoperimétriques
(Iepl wopetpwv oynudtwy), que recull Ted d’Alexandria als comentaris
de la Sintaxi de Ptolemeu.

En T'obra d’Euclides no trobem la proporcionalitat de les arees dels
segments ni dels sectors, que, com varem veure a [PLA (20164), p. 246, usa
Hipocrates de Quios en la quadratura de les linules. Solament hi trobem
la proporcionalitat de I’area del cercle complet respecte del quadrat de la
diagonal [Ex112]. Vegeu PLA (20184).

955. Ho demostra per aplicacié directa de la definicié Dv 5.



Text dels Elements (Xtouyeia) d’Euclides 351

K L iguals al’arc BC, i un nombre arbitrari d’arcs FM i M N [iguals]

a [l’arc] EF.
Unim GK,GL, HM i HN. [P 1]
D’aix0 en resulta que, atés que [els arcs] B,\C, C,}( i I;'\ L sén iguals
entre si,
els angles B/@, CGK i KGL també ho sén. [E11127]

Aixi doncs, l'arc
BL és [divisible] per
I'arc BAC’ el mateix
nombre de vegades
que l'angle BGL ho
és per langle BGC.

Per les mateixes
[raons|, 'arc NE és FicUrRA Evi33

—~

[divisible] per [1’ar£]_£F tantes vegades com l’angle NHE és [divisi-
ble] per (Pangle) EHF.
De tot aixo en resulta que si l’arc BAL és divisible ble per larc EAN,
aleshores I’ angle BGL també ho és per (Pangle) EHN. [EIH 27]
Si larc BL és més gran que l’arc EN aleshores I’angle BGL també
ho és més que (I'angle) EHN.
I, si [B,\L éi@s petit [que E,}VL aleshores [B/G\L] també ho és més
[que ’angle EH N].
DispoEI& do& de quatre magnituds, dos arcs, BC'i E'F, i dos
angles, BGC i FHF.
S’ha pres el matelx multiple de 'arc BC’ i de l'angle BGC’
[en concret ] Parc BL il angle BGL;
i de larc EF i de langle EHF [en concret,] 'arc ENi Pangle EHN.
I s’ha establert que si 'arc BL és més gran, igual o més petit que
larc EAN7
aleshores I’angle BGL també és més gran, igual o més petit que I'an-

—~ —~

gle EHN [, respectlvament]

Per tant, I'arc BC [és] a [larc] EF com langle BGC [és] a (I’angle)
EHF. Dvs] &



352 Historia de la matematica. Grécia Ila

b) Pero l'angle BGC [és] a (I'angle) EHF com (Pangle) BAC [és] a

(Pangle) E/D\F, [Ev 15]
ja que el primer és el doble del segon [, respectivament]. [E111 20]

Aleshores, de la mateixa manera que arc BC' [és] a l'arc EF,
langle BGC [és] a ('angle) EHF, i (angle) BAC a ('angle) EDF.
[Ev11] [ )

I aix0 és el que voliem demostrar. ®



Les figures del text

La figura 0 (pagina B) és de domini public. Vegeu <https://ca.wikipedia.
org /wiki/Euclides# /media/File:P. Oxy. I 29.jpg>.

La figura 2 (pagina H) mostra una pagina, amb marges, de 1’edicié
dels Elements feta per Erhard Ratdolt a Veneécia I’any 1482. Té llicéncia
Creative Commons Reconeixement - Compartir Igual (CC BY-SA). Vegeu
<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclid’s Elements, 1482.jp>.

La figura B (pagina [Z3), Fuclides i l’arquitectura, és un plafé de mar-
bre del campanar de Giotto de Santa Maria del Fiore (Floréncia). Actual-
ment es conserva al Museu dell’Opera del Duomo. Es de domini ptblic. Ve-
geu <https://ca.wikipedia.org/wiki/Nino Pisano# /media/File:Fuclid Pi
sano OPA Florence.jpg>.

Les altres figures que acompanyen el text explicatiu i les proposicions

dels Elements sén d’elaboracié propia i han estat dissenyades amb GeoGe-
bra.


https://ca.wikipedia.org/wiki/Euclides#/media/File:P._Oxy._I_29.jpg
https://ca.wikipedia.org/wiki/Euclides#/media/File:P._Oxy._I_29.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclid's_Elements,_1482.jpg
https://ca.wikipedia.org/wiki/Nino_Pisano#/media/File:Euclid_Pisano_OPA_Florence.jpg
https://ca.wikipedia.org/wiki/Nino_Pisano#/media/File:Euclid_Pisano_OPA_Florence.jpg
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ADELARD DE BATH (Adelardus Bathensis) (Bath [Anglaterra], 1080 -
Bath?, 1152), filosof angles del segle X11. Es conegut per les
traduccions al llati d’obres arabs d’astronomia, filosofia, ma-
tematiques i astrologia, i també d’antics textos grecs que, en
la seva época, només existien en traduccions arabs, en parti-
cular dels Elements d’Euclides a partir del text d’al-Hajjaj.

AqusTi, Aureli (Aurelius Augustinus), més conegut com a Agusti
d’Hipona (Tagaste [Numidia], 13 de novembre del 354 - Hipo-
na, 28 d’agost del 430), una de les figures més importants del
cristianisme, considerat com un dels pares de I’Església. La
seva influéncia és enorme i ultrapassa ’ambit de la teolo-
gia. Es un dels pensadors fonamentals de la historia occiden-
tal.

ANAXAGORES DE CLAZOMENES (Avo€aydpag 6 Khalopévog) (Cla-
zomenes [Asia Menor], ~510 aC - Lampsac [Asia Menor],
~428 aC), filosof grec.

ANTEMI DE TRALLES (Avdémoc 6 Tpahhavée) (Tralles [Lidia, Im-
peri bizanti], 474 - Constantinoble [Imperi bizanti], 533), ar-
quitecte, matematic i professor notable.

APOL-LODOR EPICUR (Anolhédwopoc o Emxovpetoc) (segle 11 aC),
mestre de filosofia epictria. Es esmentat per Diogenes Laer-
ci. Fou el mestre de Zeno de Sidd, que, vers el 84 aC, el succei
com a director de I’escola epiciiria. Es suposa que hauria es-
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crit 400 llibres pero només se’n conserva el titol d’un, Vida
d’Epicuri.

APOLLONI DE PERGE (Anolédwioc 6 Ilepydioc) (Perge [Grécial,
~262 aC - Perge [Grécia], ~190 aC), matematic grec.

ARISTARC DE SAMOs (Aplotapyoc 6 Xduoc) (Samos [Grécia,
310 aC - Samos [Grécial, 230 aC), matematic grec.

ARISTEU DE CROTONA (Apiotaiog o Ilpefitepog), també conegut
com a «Aristeu el Vell», matematic del segle 1v aC.

ARISTOTIL (‘Apwototéhne) (Estagira [Grecial, 384 aC - Eubea [Gre-
cial, 322 aC), un dels filosofs grecs més notables. Funda el
Liceu (AUxewov). Se’l considera un dels grans pensadors de la
humanitat.

ARQUIMEDES DE SIRACUSA (Apywhdnc o Zupoxolotoc) (Siracusa
[Italia], 287 aC - Siracusa, 212 aC), matematic grec.

BoEct (Anicius Manlius Severinus Boethius) (Roma [Italia], 480 -
Pavia [Italia], 525), filosof cristia del segle vI amb una gran
influéncia i repercussio en ’edat mitjana.

BoLzaNo, Bernard Placidus Johann Nepomuk (Praga [Reptiblica Txe-
cal, 5 d’octubre del 1781 - Praga, 18 de desembre del 1848),
matematic txec.

BoORELLI, Giovanni Alfonso (Napols [Italia], 28 de gener del 1608 -
Roma [Italia], 31 de desembre del 1679), matematic italia.

CAMPANUS DE NOVARA, Giovanni (Novara [Piemont, Italia], ~1220 -
Viterbo [Laci, Italia], 13 de setembre del 1296), matematic
italia.

CICERO, Marc Tulli (Arpinum [Italia], 106 aC - Formia [Italia],
43 aC), politic, filosof, escriptor i orador de l'antiga Ro-
ma. Se’n coneix la vida gracies a la biografia de Plutarc;
a les seves abundants epistoles, que encara es conserven, i al
zel dels humanistes dels segles XV i XVI, que varen copiar els
rars manuscrits dels seus discursos i obres.

Cravius, Christoph (Bamberg [Baviera, Alemanyal, 25 de marg del
1538 - Roma [Italia], 2 de febrer del 1612), jesuita alemany,
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matematic i astronom, conegut amb el sobrenom d’«Fucli-
des del segle xvI». Se’l considera el pare del calendari grego-
rid. Va confegir 'obra Fuclidis Elementorum libri XV. Ac-
cessit XVI de solidorum regularium comparatione. Omnes
perspicuis demonstrationibus, accuratisque scholiis illustrati.
Auctore Christophoro Clauio Bambergensi. Societatis Iesu.90

ConNO DE SAMOS (Xévwv 6 Sdpioc), matematic i astronom grec del
temps de Ptolemeu II Filadelf i Ptolemeu III Evergetes. Fou
amic, i potser fins i tot mestre, d’Arquimedes.

CRATIL (Kpdturoc) (segle v aC), fildsof. Se’n coneixen pocs detalls.

CriTies (Kputlac) (Atenes [Grecia], 460 aC - Muniquia [Grecial,
~403 aC), sofista i orador grec, deixeble de Socrates i on-
cle carnal de Plato.

DEDEKIND, Julius Wilhelm Richard (Brunsvic [Alemanya], 6 d’octu-
bre del 1831 - Brunsvic, 12 de febrer del 1916), matematic
alemany.

DEMOCRIT D’ABDERA (Anuéxpitoc o ABdneltnc) (Abdera [Tracia,
Grecia], ~460 aC - 7, ~370 aC), matematic grec.

DESCARTES, René (La Haye en Touraine [Franca], 31 de marg del
1596 - Estocolm [Suécial, 11 de febrer del 1650), filosof i mate-
matic frances.

DIEUDONNE, Jean (Lilla [Franga], 1 de juliol del 1906 - Parfs [Franca],
29 de novembre del 1992), matematic frances.

DiocLEs DE CARIST (Awx\fc o Kaplotiog) (Carist [Grécial,
~240 aC - Carist [Grécia], ~180 aC), matematic i geome-
tra grec. Inventa la «cissoidey.

DIOFANT D’ALEXANDRIA (Awbgovtoc o ‘AleCavdpeic) (7, ~200 - ?,
~284), aritmetic grec.

DIOGENES LAERCI (Awyévre Aoéptioc) (Cilicia [Grecia], 180 - ?,
240), filosof grec, historiador de la filosofia i doxograf, nascut
suposadament a Laerte (Cilicia). No se’n saben ni la vida, ni
I’edat ni els estudis. Com que els dltims autors que esmen-

956. Vegeu <https://books.google.cat/books?id=uWOWVOILJvc8C>.


https://books.google.cat/books?id=uW0WVOlJvc8C
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ta son Plutarc i Sext Empiric, es suposa que va viure a cavall
dels segles 11 1 III.

DIONiSODOR DE CAUNOS (Alovucbdwpoc o Kadveog) (Caunos [ara
Turquial, 250 aC - 7, 190 aC), gedmetra grec que va resol-
dre el problema consistent a dividir I’esfera en una proporcié
donada.

DOSITEU DE PELUSIUM (Awoideoc), també conegut com a Dositeu de
Colonos (~230 aC), geometra grec al qual Arquimedes va de-
dicar alguns dels llibres, com ara De [’esfera i el cilindre (Ilepl
ogaipac xol xuhivpov) 1 De les linies espirals (Ilept Ehixowv).

EvrioT, Thomas Stearns (Orde del Merit, OM), més conegut com a
T. S. Eliot (Saint Louis [Estats Units d’Americal, 26 de se-
tembre del 1888 - Londres [Anglaterral, 4 de gener del 1965),
poeta, escriptor, dramaturg i professor universitari, guardo-
nat amb el Premi Nobel de Literatura ’any 1948. En les seves
obres destaquen la cura formal i les referéncies culturals. En-
quadrat al New Criticism, pensava que I’art no havia de ser
I’expressio d’experiencies personals sind un treball sobre sim-
bols universals.

ERATOSTENES DE CIRENE (‘Epotocdévne o Kupnvaiog) (Cirene [Li-
bia], 276 aC - Alexandria [Egipte], 194 aC), matematic grec.

EUcLIDES (Ebxheldng) (7, ~325 aC - Alexandria [Egipte], ~265 aC),
matematic grec.

EUDEM DE RODES (Ei8epoc) (Rodes [Grecial, 370 aC - ?, 316 aC),
filosof grec, deixeble d’Aristotil i company de Teofrast. Entre
les seves obres destaquen les d’historia de la matematica i les
d’astronomia.

Eupox DE CNIbos (EtdoZoc 6 Kvidi) (Cnidos [Grecia), 408 aC -
Atenes [Grecia], 355 aC), matematic grec.

Evutoct p’AscaLd (Ebtéxog o Aoxahwvitne), escriptor grec, co-
mentarista d’Apolloni i d’Arquimedes. Va viure cap a mit-
jan segle VI. Se’n conserven els originals grecs de les obres
seglients: Comentari del primer dels quatre llibres de les ‘ Co-
niques’ d’Apolloni, Comentari de ‘De l’esfera i el cilindre’, de
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‘Sobre la quadratura del cercle’ i de dos llibres sobre ’equilibri
d’Arquimedes.

FONTANA, Niccold, anomenat Tartaglia (El Quec) (Brescia [Italia],
~1499 - Venécia [Italia], 13 de desembre del 1557), matematic
italia.

Gauss, Carl Friedrich (Brunsvic [Alemanyal, 30 d’abril del 1777 -
Gottingen [Alemanya], 23 de febrer del 1855), matematic ale-
many.

GELLI, Aule (Aulus Gellius) (Roma [Italia], ~115 - Roma [Italia],
180), escriptor roma. Viatja molt a Grécia i residi durant un
cert periode a Atenes. La seva obra més coneguda és Noc-
tes Atticee (vint toms), en la qual agrupa informacié sobre
historia, filosofia i filologia. Vegeu (GELLI (1930).

GEMINE DE RODES (T'éuwvoc o Pédioc), astronom i matematic grec.

GREGORY, David (Aberdeen [Escocial, 3 de juny del 1659 - Berk-
shire [Anglaterra], 10 d’octubre del 1707), matematic escoces
i divulgador de I'obra d’Isaac Newton.

AL-HAJJAJ, ibn Yussuf ibn Matar (7, 786 - 7, 833), matematic i tra-
ductor de Bagdad. En desconeixem la vida. Sabem, pero,
que va ser el primer traductor dels Elements d’Euclides i
de I’ Almagest de Ptolemeu a I’arab, presumptament a partir
d’originals en grec. Sembla que fou la seva traduccié la que
usa, Adelard de Bath per a fer la seva traducci6 al llati a
comencaments del segle XII.

HARUN AL-RASID, Abu-Jafar, conegut simplement com a Hariin al-
Rasid (Raga [Meédia Magna, Pérsia, ara Iran|, 27 de marg del
763 - Tus [Razavi Khorasan, Pérsia, ara Iran], 24 de marg
del 809), fou el cinque califa de la dinastia abbassida de Bag-
dad. Governa des del 14 de setembre del 786 fins a la seva
mort. El seu regnat representa ’apogeu de la dinastia i fou
marcat per una gran prosperitat cientifica, cultural i religio-
sa. La seva reputacié de geni intellectual, politic i militar el
va fer el protagonista de diversos contes i llegendes, els més
coneguts dels quals sén Les mil i una nits.
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HEIBERG, Johan Ludvig (Aalborg [Dinamarcal, 27 de novembre
del 1854 - Copenhaguen [Dinamarca], 4 de gener del 1928),
filoleg i historiador danes, conegut per l’edicié completa de
Iobra d’Euclides i de I’Almagest de Ptolemeu. S’adona que
el «Palimpsest d’Arquimedes», que troba a Constantinoble
I’any 1906, contenia textos d’Arquimedes, en particular FEl
Meétode.

HERO D’ALEXANDRIA ("Hpwv 6 AheZavdpelc) (Alexandria [Egipte],
~10 - 7, ~70), matematic grec.

HERODOT D’HALICARNAS (‘Hpddotoc Alwxapviooeic) (Halicarnas
[Grecia], 484 aC - Turis [Grecia], 425 aC), historiador grec,
autor d’Historia, una investigacié —iotopla— de les causes
de les Guerres Mediques.

HILBERT, David (Ko6nigsberg [Prussia, ara Kaliningrad, Russial, 23 de
gener del 1862 - Gottingen [Alemanyal, 14 de febrer del 1943),
matematic prussia.

HipARC (“Innopyoc o Nuwxoaedc) (Nicea [Bitinia, avui Turquial,
~190 aC - ?, ~120 aC), matematic grec.

HIPATIA (0 HIPACIA) D’ALEXANDRIA (‘Wrotila) (Alexandria [Egipte],
~355 - Alexandria [Egipte], mar¢ del 415), matematica grega.

HIPOCRATES DE QUIOS (Inmoxpdtne 6 Xioc) (Quios [Grecial,
~470 aC - Atenes [Grecia], ~410 aC), matematic grec.

HIPSICLES ("PduhAc o AheZavdpeic) (7, ~190 aC - 7, ~120 aC),
matematic grec.

ISIDOR DE MILET el Vell (To'dwpoc 6 Mikiotoc) (Milet [Grecial,
~442 - 7. ~537), arquitecte i professor. Durant practicament
tota la vida desenvolupa la tasca de professor de matemati-
ques i fisica a Alexandria i Constantinoble, pero és recordat
com a arquitecte, especialment per la reconstruccié de San-
ta Sofia de Constantinoble, que si bé inicia ’any 532 amb la
collaboracié d’Antemi de Tralles, acaba en solitari ’'any 537.

Jacosl, Carl Gustav Jacob (Potsdam [Alemanyal, 10 de desembre del
1804 - Berlin [Alemanya], 18 de febrer del 1851), matematic

alemany.
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JORDANUS NEMORARIUS (0 JORDANUS DE NEMORE) (7, ~1225 -
?,1260), prominent cientific de I’edat mitjana. Aprofund{ la
matematica i 'astronomia de I’época.

LLEO, matematic grec i deixeble de Neocleides. Va escriure uns Ele-
ments abans dels d’Euclides i introdui el terme «diorisman.

AL-MA'MUN, Abu 1-’Abbas ’Abd Allah (14 de setembre del 786 -
?, 833) fou califa abbassida de Bagdad (813-833).

AL-MANSUR IBN MUHAMMAD IBN ALf, Abu-Ja'far '"Abd Allah (al-
Humayma [Jordania], 709/713 - cami de la Meca [Arabial,
775) fou califa abbassida de Bagdad (754-775).

MENELAU D’ALEXANDRIA (Mevéhaog 6 Ahe€avdpeic), matematic i
astronom grec al qual devem el «teorema de Menelauy.

MENGE, Heinrich (Aquisgra [Alemanyal, 19 de juny del 1838 - ?,
1904), fildleg alemany i mestre d’escola.

MERSENNE, Marin (Oizé [Franca], 8 de setembre del 1588 - Paris
[Frangal, 1 de setembre del 1648), illustre erudit frances del
segle xvII, membre de l'orde dels minims. S’aplica en els
camps de la teologia, la matematica i la teoria musical.

NEWTON, Sir Isaac (Woolsthorpe-by-Colsterworth [Lincolnshire, An-
glaterral, 4 de gener del 1643 - Kensington [Middlesex, Angla-
terral, 31 de marg del 1727), fisic, matematic i filosof angles.

NicOMAC DE GERASA (Nuwdpoayoc o Tepoonvic) (Gerasa [Sirial,
1dC - 7, 1dC), matematic grec.

NICOMEDES (Nuxoundne) (7, ~280 aC - 7, ~210 aC), matematic grec.

(ENOPIDES DE QUIOS (Oivoridrne 6 Xioc), destacat matematic i astro-
nom grec nadiu de Quios, probablement contemporani d’A-
naxagores.

PAPPOS D’ALEXANDRIA (IIdnroc 6 ‘AleEoavdpelc) (Alexandria [Egip-
te], ~290 - Alexandria [Egipte], ~350), matematic grec.

PERICLES (ITepuchfic) (Atenes [Greécia], 495 aC - Atenes, 429 aC),
home d’estat atenenc tan important que va donar nom a tot
el segle v aC —el «segle de Pericles».
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PEYRARD, Francois (comuna de Sant Victor de Malascorts [Alt Loira,
Frangal, 20 d’octubre del 1759/1760 - Paris [Franca], 3 d’oc-
tubre del 1822), erudit i filosof frances molt aclamat per la
intellectualitat internacional pel fet d’haver identificat el ma-
nuscrit d’Euclides, Vaticanus grecus, 190, que havia passat
desapercebut fins aleshores. Es la versié més antiga del text
del celebre geometra grec. En féu la traducci6 al llati i al
frances.

P1saNo, Nino (Pisa [Italia], ~1315 - Pisa [Italia], 1370), escultor ita-
lia, considerat el darrer dels grans escultors del Trecento. Se’l
coneix, entre altres obres, pel relleu que representa Euclides
en el campanar de Santa Maria del Fiore (Floréncia).

P1TAGORES (ITudaydpac o Xdwoc) (Samos [Grecial, 581 aC - Meta-
pont [Magna Greécial, 475 aC), matematic i filosof grec.

PrATO (ITAdtwv) —lauténtic nom del qual era, potser, Aristocles, el
nom de 'avi— (Atenes [Grecia], ~21 de maig del 427 aC -
Atenes [Grecial, 347 aC), filosof d’immensa influéncia en la
Grecia classica. Va ser deixeble de Cratil i Socrates, i mestre
d’Aristotil. Funda 'Académia (Axadfyeia). Es autor dels
famosos Loxpatxde Moyoc (Didlegs socrdtics).

PLAYFAIR, John (Angus [Escocia], 10 de marg del 1748 - Burntisland
[Escocial, 20 de juliol del 1819), matematic escoces.

PLUTARC, Luci Mestri (IDvoVtapyoc) (Queronea [Grécial, ~46 - Del-
fos [Grécia], ~120), historiador i assagista grec que va viure
en els temps de la Grecia romana. Sobretot és conegut per la
collecci6 de biografies de personatges grecs i romans titulada
Biow ITopdiinhor (Vides paralieles).

PROCLE D’ ALEXANDRIA (IIpéxhoc o Auddoyoc) (Constantinoble [Tur-
quia], 412 - Atenes [Grécia], 485), filosof neoplatonic.

PTOLEMEU, Claudi (K addoc IItokepaioc) (7, ~ 85 - 7, ~165), ma-
tematic grec.

PTOLEMEU 1 Soter, El Salvador (IItolepoioc Zwthp) (7, 367 aC -
?, 282 aC), general d’Alexandre el Gran, de qui era amic des
de la jovenesa. Fou un dels diadocs principals i es converti
en satrapa d’Egipte (321 aC). L’any 305 aC n’esdevingué
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rei pero no pas farad, dignitat que rebé, en canvi, el seu fill
Ptolemeu II. Fou el fundador de la dinastia ptolemaica, que
regna a Egipte fins a 'any 30 aC, quan caigué en mans de
I'Imperi roma. Féu construir el famos far d’Alexandria, el
Museu i la Biblioteca.

PTOLEMEU II Filadelf, «aquell que estima el germa i la germana»
(ITtohepaioc Pihddergpoc) (illa de Kos [Grecial, 309 aC - Egip-
te, 29 de gener del 246 aC), rei d’Egipte de la dinastia ptole-
maica. Succei al seu pare, Ptolemeu I Soter.

PToLEMEU IIT Evergetes, El Benefactor (ITtohepdioc Ebepyétne), (illa
de Kos [Grecia], 285 aC - Alexandria [Egipte], 222 aC), rei
d’Egipte de la dinastia ptolemaica, successor de Ptolemeu II
Filadelf. Regna del 246 al 222 aC.

QURRA IBN MARWAN AL-SABI AL-HARRANI, Abu-l-Hassan Thabit
ibn (Altsabi Thabit ibn Qurra al Harrani) (Harran [Turquial,
836 - Bagdad [Iraq], 18 de febrer del 901), astronom, musi-
coleg i matematic arab, conegut com a Thabit ibn Qurra.

RATDOLT, Erhard (Augsburg [Alemanya], 1442 - Venecia [Italia],
~1528), editor que s’installa a Venecia del 1476 al 1486. Fou
el responsable de la primera edicié dels Elements d’Euclides
(1482).

RUSSELL, Bertrand (Trellech [Galles], 18 de maig del 1872 - Penrhyn-
deudraeth [Galles], 2 de febrer del 1970), filosof i matematic
galles.

SAINT-VINCENT, Grégoire de (Gregorius de Sancto Vincentio) (Bru-
ges [Belgical, 22 de marg del 1584 - Gant [Belgical, 5 de
juny del 1667). A Pobra Opus geometricum quadrature cir-
culi et sectionum coni (1647), introdui 'expressié «metode
d’exhaustié» per tal de referir-se al métode emprat per Eu-
dox, que Euclides recull a Ex 1 i aplica al llibre XII.

SEXT EMPIRIC (Xé€to¢ o Eprepinde) (7, 160 - Alexandria [Egipte],
210), metge i filosof. Va escriure obres diverses en grec antic.

SiMSON, Robert (West Kilbride [Ayrshire, Escocial, 14 d’octubre
del 1687 - Glasgow [Escocial, 1 d’octubre del 1768), mate-
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matic escoces del segle XVIII, professor a la Universitat de
Glasgow.

SOCRATES (Ywxpdtnec) (Atenes [Grecia], ~470 aC - Atenes [Grécial,
~399 aC), filosof grec considerat el fundador de la filosofia
occidental.

TALES (OoAfic & Mikéotoc) (Milet [Grecia], ~624 aC - Milet [Grécial,
~547 aC), matematic i filosof grec.

TEETET D’ATENES (Ogaitnroc o Adnvoaioc) (Atenes [Grecial,
~417 aC - 7, ~369 aC), filosof.

TEO D’ALEXANDRIA (©¢éwv 6 Aleavdpeic) (Alexandria [Egipte],
~370 - Alexandria [Egipte], ~415), matematic i astronom
grec, pare d’Hipatia d’Alexandria.

TEO D’ESMIRNA (©¢éwv 6 udpve) (Esmirna [Turquia], ~70 - ?,
~135), matematic grec.

TEODOR DE CIRENE (Oeddwpoc 6 Kupnvoioc) (Cirene [Libial,
465 aC - Cirene [Libial], 398 aC), filosof pitagoric del temps
de Pericles.

TEUDI DE MAGNESIA, matematic grec del segle 1v aC.

TODHUNTER, Isaac (Rye [Anglaterra], 23 de novembre del 1820 -
Cambridge [Anglaterra], 1 de marg del 1884), matematic an-
gles.

AT-Tussi, Nassir-ad-Din (Nassir-ad-Din Abu-Jafar Muhammad ibn
Muhammad ibn al-Hassan at-Tussi), conegut com a Nassir-
ad-Din at-Tussi (Tus [Iran], 1201 - Kadhimiya [Iraq], 1274),
matematic.

VARRO, Marc Terenci (Marcus Terentius Varro) (Reate [Italial,
116 aC - Roma, 27 aC), poligraf, escriptor, militar i ma-
gistrat roma. Es considerat un dels erudits més grans de la
historia de Roma. Quan tenia vint-i-cinc anys es va dedicar a
I’estudi de la literatura grega. No se sap gairebé res més de la
seva vida. La major part de la seva obra, com ara Discipline,
s’ha perdut.

XENOCRATES DE CALCEDONIA (Eevoxpdtne o Xodxndéviog), filosof
grec de Bitinia.
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ZENO DE SIDO (ZAvewv 6 Yiddvioc) (Sid6 [Imperi seléucida, ara Li-
ban], ~150 aC - Elea o Atenes? [Italia o Grecial, ~ 75 aC),
filosof grec epicuri, contemporani de Cicerd, que el va sentir
a Atenes. Parlava d’altres filosofs en termes poc respectuosos
i, per exemple, es mofava de Socrates. Fou deixeble d’Apol-
lodor. Diogenes Laerci el descriu com un pensador preclar i
intelligent. Cicer6 comparteix aquestes consideracions. Pro-
cle hi fa referéncia com a critic d’Euclides.

ZENODOR (Znv6dwpoc o Fewpétenc), matematic grec del segle 11 aC,
autor de Sobre les figures isoperimétriques (Ilepl wopetpwv

OYNUATOV).
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finitud, 86
fraccid, vegeu part aliquota
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plana, xi11, 11, 52, 53, 73,
264, 302
de I’espai, vegeu tridimen-
sional
elemental, 8, 10, 11, 13,
14, 74
preeuclidiana, 72
preeudoxiana, 152
projectiva, 2
superior, 9
talesiana, 75
teoria de la proporcio, 11,
47, 53, 264
tridimensional, 9, 11, 73
angle diedric, 11
calcul d’arees i volums, 11
cilindre, 11
con, 11, 94
esfera, 11, 25
figura solida, 11
piramide, 11
prisma, 11
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geometria grega, vegeu conceptes
geometrics basics
geometria mesopotamica, vegeu al-
gebra mesopotamica
gnomon, 30, 32, 63, 64, 142, 157,
163, 164, 166, 167
gnoseologia, 2

hexagon regular, vegeu poligon re-
gular
hipotesi
de l’absurd, 30, 60, 82, 83,
96-98, 100, 104, 107, 112,
120-122, 124, 126, 130,
138, 139, 187, 188, 191,
192, 195, 198, 201, 202—
204, 208, 209, 211, 212,
216, 217, 221, 245, 251,
259, 282, 283, 292, 311,
332, 339
de reduccié a absurd, ve-
geu hipotesi de ’absurd
historia
de la geometria, 71-352
de la trigonometria, 156
del calcul, 264-352

identitat algebrica, 153
igualtat
d’angles, 23, 127, 186
d’un triangle isosceles, 24
d’area, 23
d’equimiltiples, 265
de cercles, 37
de costats, 180
de longitud, 23
de raons, 49, 265
de segments rectilinis, 23
de superficies, 153
de triangles, 23, 26, 75, 135
criteri ACA, 27, 121
criteri cAc, 27, 91
criteri ccc, 27, 98, 99
de volums, 23

per congrueéncia, 29, 37, 85,
86
per equivaléncia, 29, 85, 86
incentre d’un triangle, 65, 245
incommensurabilitat
en linia, 11
en superficie, 11
infinit
de Dedekind, 86
en acte, 10, 15, 18, 20, 27,
29, 75, 81-83
limitacié aristotelica de 1’, 8,
18
paradoxes de I’, 21
invariancia, 41, 183
de l’angle inscrit que sub-
tendeix un arc, 185, 215
de la poténcia d’'un punt a
una circumferéncia, 183,
232, 233

lema, 12, 13, 26, 44, 213, 238
limitacio aristotelica de I'infinit en
acte, vegeu infinit
linia, 15, 16, 76-79, 82, 89
recta, 14-16, 77, 78, 80, 101,
103, 116, 132
infinita, 103
llei
de substitucié d’iguals, 189
de transitivitat
de la igualtat, 61
de la relacié d’ordre, 99
de tricotomia, 97, 283
distributiva del producte res-
pecte de la suma, 157
lligam deductiu de les proposici-
ons, 26
logica, 14
lanula, 57, 247, 350

magnitud, X111, 48, 49, 51, 265
en Aristotil, 48
en el dialeg socratic, 22
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intermedia

existeéncia, 25
multiple d’una, 265, 276
part, 48

aliquota d’una, 48, 265
particié d’una, 25
submultiple d’una, 276

magnituds
arbitraries, 25, 50, 270, 272,
279

colleccions de, 269
commensurables, 9, 51
de la mateixa classe, 49, 268
en proporcioé continua, 49
equimultiples de, 266, 270
existencia de, 50, 276
i principi d’Arquimedes, 25

incommensurables, X111, 9, 264

juxtaposicié de, 50
proporcionals, 66, 267, 268,
282
raé entre, 49, 51, 266
equimultiplicitat, 51
relacié d’ordre, 25
representacio de les, 270
resta de, 265
suma de, 265, 270
propietat distributiva, 270
transitivitat de la igualtat de,
51
unié de, vegeu suma
matematica
arab
expressi6 algebrica, 154
lectura algebritzada, 154
grega, vegeu geometria gre-
ga
mesopotamica, vegeu algebra
mesopotamica
occidental
infinit de Dedekind, 86
mediatriu d’un segment, 65, 246
mentalitat grega, 11
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metode, 48

de ’absurd, vegeu métode de
reduccié a I’absurd

de reduccié a l’absurd, 14,
27, 30, 38, 61, 93, 96

de triangulaci6, 146

deductiu, 90

expositiu de Heath, 87

tangram

euclidia, 9, 14, 26, 30, 35,

75, 134, 135, 149, 151-
154, 155, 156, 162, 170

232-234, 300
generalitzat, vegeu tangram
euclidia
metodologia

aristotelica, 9, 14
logicodeductiva, 9
recurs a l'infinit, 10
del regle i el compas, 9, 10
tangram, 9
mitjana
aritmetica, 299
geométrica, 299
i extrema raé, 9, 34, 45, 156
proporcional, 54, 180, 300,
318
existencia de la, 299
moviment en la geometria, 23, 24,
27, 41, 83, 86, 93, 94,
99, 121, 217, 265
multiple, 48, 265

nocié comuna, 8, 11, 12, 18, 21,
23, 31, 48, 75, 81, 84—
88, 90, 94, 99, 109, 110,
137
aristotelica, 21
cinquena, 85, 265
prima, 86
novena prima, 86
primera, 85
prima, 85
quarta, 12, 18, 23, 85
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prima, 85
segona, 85
prima, 86
setena prima, 86
sisena prima, 86
tercera, 85
prima, 85
vuitena prima, 86
nombre
V2, 173
V5, 69
nombres costat-diagonal, 173
notacié geometrica, 142

octogon regular, vegeu poligon re-
gular

papir d’Oxirrince, 3
paradoxes de 'infinit, 21
parallelisme,
conseqiiéncies del, 26
parallelogram, 14, 18, 26, 29, 30,
32, 53, 55, 56, 62, 67,
80, 81, 131-136, 138,
140-143, 145, 149, 155—
157, 301, 302, 304, 319,
322, 334, 337, 339, 340,
341
altura del, 341
area del, 26, 29, 132, 140,
157
complecié del, 340
compres per, vegeu contin-
gut entre
construccié del, 30
contingut entre, 32, 156
deficient, 56
definicié, 18
determinat per, vegeu con-
tingut entre
diagonal d’un, 81, 339
diametre d’un, vegeu diago-
nal
excedent, 56

existéncia d’un, 155, 322
quadratura, 76, 141
rectangular, 32, 156
superficie, vegeu area
parallelograms
equiangles, 334
equivalents, 55
semblants, 55, 56, 67, 149,
341
part, 48
aliquota, 9
particié de segments, 25
pensament
filosofic aristotelic
limitacié de l'infinit, 8
filosofic platonic
figura, 8
nom, 8
rad, 8
pentadecagon regular, vegeu po-
ligon regular
pentagon regular, vegeu poligon
regular
perpendicular, 16, 20, 26-28, 37,
39, 40, 53, 60, 63, 65,
78, 83, 102, 104, 105,
129, 149, 151, 159, 164,
184, 186-188, 210, 212,
246, 248, 302, 313, 314
existencia, 27, 102, 104,
103
unicitat, 104, 187
piramide, 11
poligon, 14, 337
angles
externs, 109
interns, 109
oposats, 109
cercle
circumscrit a un, 44, 238
inscrit en un, 44, 238
circumscrit, 44, 237-239
concau, 62
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construibles amb regle i com-
pas, 148, 237
convex, 62, 134
costat d’'un, 93
equiangle i equilater, vegeu
regular
inscriptible, 66
inscrit, 44, 223, 237-239
rectilini
quadratura del, 26
regular, 30, 44, 66, 69, 237—
239
circumscrit, 44
construccié del, 236

construibles amb regle i com-

pas, 43, 66
decagon, 44, 46, 66, 69,
252, 254
dodecagon, 46, 63
heptadecagon, 238
heptagon, 15
hexagon, 46, 66, 69, 237,
241, 254, 260, 263
inscrit, 44
octogon, 46, 63
pentadecagon, 44, 46, 66,
69, 237, 254, 263
construccio6 del, 46
pentagon, 37, 41, 4446,
66, 69, 236-238, 260
construccié del, 46, 66,

252
quadrat, 17, 26, 44, 46,
66, 69, 80
construccié del, 46, 69,
237, 248-251
triangle equilater, 44, 46,
66, 69, 80, 237

construccié del, 86
suma dels angles
externs, 14, 62
interns, 14, 62
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triangle isosceles particular,
252

poligons

equivalents, 75
semblants, 55, 300, 327

porisma, 11-14, 28, 35, 36, 42,

43, 45-47, 52, 54, 55,
58, 59, 67, 98, 99, 101,
105, 109, 110, 128, 130,
131, 134-136, 138, 141,
146, 149, 159, 162, 164,
165, 167, 169, 170, 175,
185, 186, 188, 192, 199,
200, 210, 211, 214, 215,
226, 229-231, 237, 238
240, 241, 243, 247, 259,
263, 264, 272, 274, 275
278, 293-295, 298, 314,
315, 318, 319, 322, 323,
327, 331, 343, 350

postulat, 2, 8, 9, 11, 12, 14, 15,

18-21, 23-25, 49, 60, 61,
74, 79-84, 86-90, 94,
109, 113, 118, 123, 126—
129, 144, 152, 183, 189,
241, 246, 266, 279
cinque,
d’Arquimedes, 266
d’Euclides 12, 18-20, 24,
60, 80, 81, 83, 84, 123,
126, 145, 246
comentari al, 84
dependencia, 26
independencia, 26
com a definicié, 25, 279
d’existencia, 18-20
de Playfair, 129
del regle i el compas, 9
dels parallels, 19, 20, 61, 83,
127-129
en Aristotil, 19
en Plato, 19
primer, 18, 81-83, 118,
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prima, 19
quart, 20, 23, 78, 83, 86
segon, 19, 79, 81-83, 144,
183
prima, 19
tercer, 18, 81-83, 89, 94, 182
poténcia d’un punt a una circum-
feréncia, 36, 41, 42, 232,
233, 236
invariancia de la, 41, 232,
233
principi, 91
d’Arquimedes, 25
de Bolzano, 24
de continuitat, 24, 25
de reduccié a ’absurd, ve-
geu metode de reduc-
ci6 a 'absurd
de substitucid, 61, 98, 119,
194, 225, 273, 278, 286,
299, 306, 308
per a magnituds, 286
per a raons, 286
prisma, 11
problema, 9, 10-14, 24, 32, 34,
35, 40, 41, 44, 45, 54,
55, 75, 81, 86, 87, 100,
104, 109, 116, 128, 145,
154, 155, 156, 164, 166,
175, 182, 186, 208, 238,
252, 358
algebric resolt amb geome-
tria, 34, 154, 164, 166,
301
construccié d’un, 86
demostracié d’un, 86
geometric, 9
no resoluble amb regle i
compas, 9, 10
mesopotamic, 34, 301
resoluble amb regle i com-
pas, 35, 153, 164, 166
problemes classics, 9

procés del tangram, vegeu meéto-
de tangram
propietats
euclidianes, 26
neutrals, 26
proporci6, 9, 48, 49, 264, 265,
267, 268, 289, 299, 358
concepte general, 304
continua, 49, 293
geometrica, 265
inversa, 53, 55, 301
numerica, 264, 267, 269
pertorbada, 269, 297
proporcions continues, 49
proposicio, 11, 12, 26, 86
conclusio, 87
construccid, 87
demostracio, 87
enunciat, 87
especificacié, 87
euclidiana, 24
exposicio, 87
neutral, 26, 86
plantejament, 87
proposicions, lligam deductiu de
les, 26
punt, 15, 16, 19, 77
arbitrari, 94, 166, 167, 240
baricentre, 65
centre de gravetat, vegeu ba-
ricentre
circumcentre, 65
com a centre, 16, 19, 79, 82,

89, 260
com a extrem, 89, 116, 189
com a peu de la perpendicu-
lar, 63
com a vertex, 63, 78
comu, 37, 183, 184, 192
d’interseccié, 144
existencia del, 144
de dues circumferencies, 113
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d’un arc de circumferéncia,
185
d’un diametre, 193
d’un segment, 60, 64, 102—
104, 155, 229, 236
de la prolongacid, 155
d’una circumferéncia, 40, 208
poténcia d’un, 36, 41, 232,
233, 236
d’una recta, 103, 128
de contacte, 28, 226
de divisio, 34, 301
en mitjana i extrema rad,
45, 302
de l’arc, 185
de la circumfereéncia, 17, 79,
87, 181, 189, 208
de tall, 19, 20, 37, 65, 83, 88,
90, 97, 144, 161, 186,
210, 246, 306, 319, 334
existencia, 145
de tangencia, 40, 201, 202,
208, 211213
definicié de, 15, 77
del cercle, 198
del costat d’un angle, 118
del diametre, 193
donat, 27, 60, 89, 103, 118,
129
existencia del, 117
exterior, 103
a un cercle, 39-41, 183,
195, 210
a un segment, 28, 60, 61,
83, 103, 104, 128, 139,
140

a una recta, 28, 83, 129,
212

incentre, 65
interior
a un angle, 109, 110
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a un cercle, 16, 38, 39, 41,
79, 183, 188, 198, 204,
210
a un poligon, 14
a un triangle, 98, 114
a una figura, 79
mitja d’un segment, 65, 103,
164, 186, 246
ortocentre, 65
segments alineats en un, 28
punts
diferents, 18
distancia entre, 252
en comi, 39
extrems d’un segment, 15,
19, 39, 77, 83, 87, 89
no alineats, 45

quadrat, vegeu poligon regular
circumscrit, 249
existencia del, 249
definici6 de, 17
inscrit, 248
existencia del, 248
quadratura
de les figures poligonals, 26,
30, 35, 145, 155, 180
de les lunules, 350
del cercle, 180, 359
del parallelogram, 75
quarta proporcional, 54, 65
de magnituds, 282
de segments, 65, 156, 292,
317
existeéncia, 65, 292, 317
de superficies, 25
de volums, 25

radi, 27, 37, 66, 82, 84, 89, 118,
164, 182, 183, 186
del cercle circumscrit a un
poligon regular, 69
del cercle inscrit en un tri-
angle, 245
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desconegut, 189
donat, 192, 240
més curt que el, 64
més llarg que el, 210
radis, 38, 57
diferents, 192
iguals, 53, 82
rad, 49, 265
alternada, 50, 265, 268
compactada, 269
composta, 50, 268
convertida, 269
doble, 265, 268
entre magnituds, 266, 267
invertida, 50, 268
n-pla, 49
per igualtat, 50, 269
pertorbada, 50, 269
separada, 50, 269
raonament per ’absurd, vegeu re-
ducci6 a I'absurd
raons
composicié de, 268
continues, 49
desigualtat de, 49, 265
ex equali, 50, 259
igualtat de, 49, 265
rectangle, 17, 80
rectes
paralleles, vegeu segments paral-
lels
perpendiculars, vegeu segments
perpendiculars
reduccié a ’absurd, 14, 27, 30,
38, 61, 93, 96, 100, 107,
112, 128, 129, 188, 259
resolucié
amb regle i compas, 35
algebrica, 56
geomeétrica, 57
de les equacions de segon
grau, 154, 157

resta
d’arcs, 236
de magnituds, 265
de segments, 90, 154
compatibilitat amb la, 21
rombe, 17, 80
romboide, 17, 80

secci6 auria, 175
sector circular, 37, 38, 41, 182,
186
segment, 86
adaptat a un cercle, vegeu
corda d’un cercle
auri, vegeu mitjana i extre-
ma rad
circular, 36-38, 182, 184, 185,
215, 227
angle d’un, 185
angle en un, 185
propietats, 41
costats
diferents d’un, 107
oposats, 17
de cercle, vegeu segment cir-
cular
de linia, 77
de superficie, 77
exterior a un cercle, 184
extrem d’un, 15, 16, 19, 20,
39, 77
mateix costat d'un, 97, 98,
106
mitjana i extrema rad, 45,
155, 156, 175, 252, 302
mitjana proporcional, 156,
180, 209, 300, 318
perpendicular, 16,
existencia, 2628, 102-105
punt d’un, 103
punt exterior d’un, 103
quarta proporcional, 25, 65,
156, 292, 300, 317
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rectilini, 16-19, 78, 82
secant, 29, 126, 319
a un cercle, 184
tangent, 36, 37, 40, 201, 208,
211, 230
a la circumferencia, 182—
185, 240
tercera proporcional, 54, 156,
300, 317
segments
circulars, 36, 37, 41
semblants, 38, 185, 186
juxtaposicié, vegeu suma
mesurables, 32
parallels, 20, 75
existencia dels, 26, 128-
130
resta de, 90, 154
suma de, 27, 79, 86, 89, 166
semblanga de
angles d’un cercle, 57
figures, 52, 53, 55, 57, 332,
334
rectilinies, 301, 334
parallelograms, 339
segments de cercle, 41, 186
triangles, 54, 232,
AAA, 54, 307
ACc, b4, 311
CAC, 54, 309
cce, 54, 308
semicercle, 80
semicircumferéncia, 80
simbolisme geometric grec, 87
simbols
a la geometria grega
A, 87
A, 141
AB, 87
AB, vegeu AB
ABC, 92

4
AHC, 209
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AEFC, 196
O(A; MN), 86
ODEC, 86
“JNOP, 164
OABCDEF, 262
~—~AD, 56
OABCDE, 255
QABCD, 147
[1AF, 56
OABFG, 62
AFECG, 141
=~ BADC, 216
BAC, 225
AC, 143
ANCAB, 27
externs a la geometria grega
A, 66
B, 66
D, 12
E, 12
Lem., 12
L1, 12
Nc, 12
P, 12
M, 86
Por., 12
Prob., 12
QED, 89
Teor., 12
&, 86
sintesi, 252
solids platonics, 11, 12
construccié dels, 11, 12
suma
d’angles, 65
d’arcs, 236
d’arees de quadrats, 57, 149
de magnituds, 265, 270
d’antecedent i consegiient
d’una rad, 268
d’antecedents de raons, 285
de consegilients de raons,
285
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propietat distributiva, 270
de segments, 27, 79, 89, 90,
154, 168
compatibilitat amb la, 21
compatibilitat amb la desi-
gualtat, 280
propietat distributiva, 157
transitivitat, 21
dels angles
d’un poligon
externs, 62
interns, 62
d’un triangle
externs, 14
interns, 26, 61, 75, 307
invariancia, 307
superficie, 32, 77, 155
extrem d’una, 77
plana, 78
quarta proporcional, 25
superposicié, 23, 85, 121
de cercles, 183
de segments rectilinis, 86
de triangles, 93, 99
en general 85

tangent, 182
a un cercle, vegeu tangent a
una circumferéncia
a una circumferencia, 36, 183,
239
segment, 236
tangram, vegeu meétode del tan-
gram
teorema, 9, 12, 14, 86, 87
d’invariancia, 183, 184, 185,
215, 232, 233
de laltura d’un triangle rec-
tangle, 35, 54, 313, 314
de la bisectriu, 54, 65, 67,
305
de Menelau, 361
de Pitagores, 9, 26, 30, 34,
35, 54, 57, 62, 75, 149,

152, 155, 156, 164, 170,
177, 178, 207, 300
general, vegeu teorema del
cosinus
generalitzat, 34, 35, 57,
170, 177, 179, 347
a poligons semblants, 300
pel metode tangram, 30,
60, 62
reciproc d’un, 30, 138, 152,
212, 221, 222, 282
trigonometric, vegeu gene-
ralitzat
de Tales, 48, 54, 55, 65, 69,
101, 156, 264, 300, 304,
316, 317
per a superficies, 55, 300
del cosinus, 34, 35, 155
cas agut, 155
cas obtus, 155
del gnomon, 163, 164
del tangram
euclidia o generalitzat, 300
teoria
d’Budox, vegeu teoria de la
proporcio
de la proporcid, xii1, 9, 11,
35, 47-49, 53, 65, 73,
75, 152, 156, 180, 186,
214, 232, 254, 264, 265,
267, 270, 300, 315
aplicacions de la, 53, 269
dels parallels, 75
general, vegeu teoria de la
proporcid
i la geometria plana, 264
i la semblanga de triangles,
232, 234, 264
tercera proporcional, 54, 282, 301,
317
terme, 3, 14
algebric, 175
aristotelic, 48
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com a definicié, 76, 267
com a nom d’un objecte, 14
d’una proporcié, 9, 306
euclidia, 34
geometric, 33, 153, 214
numeric, 153
termes
d’una raé, 48
addicié, 48
alternanca de, 48, 50, 265,
267, 268, 289
antecedent, 268
composicié, 48, 50, 268
consegiient, 268
conversio, 50, 269
inversié, 48, 50, 268
mitjans, 55, 268, 269
multiplicacié, 48, 50
particio, 48
pertorbacid, 50, 269
separacié, 48, 50, 269
terna pitagorica, 11, 267
topologia, 188
torsié d’un segment, 28, 109, 110
tot, 21, 85
transitivitat
de la desigualtat, 112, 115,
280
de la igualtat, 112
de la relaci6 d’ordre, 99, 196
de la semblanca de les figu-
res poligonals, 331
transport, vegeu moviment
trapezi, 17, 81, 186
triangle, 14, 17, 80
acutangle, 17, 34, 80
altures d’un, 65
area del, 26
baricentre de, 65
centre de gravetat del, vegeu
baricentre
circumcentre del, 65, 246
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criteris d’igualtat, vegeu cri-
teris
d’una esfera, 110
equilater, vegeu poligon re-
gular
escale, 17, 80
geometria del, 13, 71
i moviment, 92, 99
incentre del, 65, 245
isosceles, 17, 27, 60, 80, 94,
96
del pentagon, vegeu espe-
cial
especial, 45
mediatriu d’un, 65
mitjanes d’un, 65
obtusangle, 17, 34, 80
ortocentre del, 65
propietats del, 26, 75
rectangle, 17, 26, 30, 35, 62,
63, 80, 149
caracteritzacié del, 26
catet, 149
hipotenusa, 149
teorema de laltura, 313,
314
suma dels angles, vegeu su-
ma
triangles
diferents, 98
entre segments parallels, 136
equivalents, 55
i la teoria de la proporcio,
48, 53
semblants, 45, 51, 53
criteris de, vegeu criteris
superposables, 97
triangulacié, 325
triseccié de 'angle, 101

volum, 11, 23
de Desfera, 25
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